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ÂÂÅÄÅÍÈÅ.

Îáùàÿ òîïîëîãèÿ � ýòî ðàçäåë ìàòåìàòèêè, â êîòîðîì ñ ñàìûõ
îáùèõ ïîçèöèé èçó÷àåòñÿ òàêîå âàæíîå ìàòåìàòè÷åñêîå ïîíÿòèå êàê
íåïðåðûâíîñòü.

Îáùàÿ òîïîëîãèÿ íå òîëüêî ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ðàçäåëîì ñîâðåìåííîé
ìàòåìàòèêè, íî íàõîäèò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â äðóãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìà-
òèêè (àëãåáðå, ãåîìåòðèè, ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå è äð.).

Îñíîâîé ýòîãî èçäàíèÿ ÿâëÿåòñÿ öèêë ëåêöèé ïî êóðñó òîïîëîãèè,
êîòîðûé ÷èòàëñÿ íà ïðîòÿæåíèè íåñêîëüêèõ ëåò ñòóäåíòàì ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà Ïðèäíåñòðîâñêîãî óíèâåðñèòåòà.

Â ýòîì èçäàíèè èìåþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå óïðàæíåíèÿ, êîòîðûå
ïðèçâàíû çàêðåïèòü èçó÷åííûé ìàòåðèàë.

Ìû íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäóåì âñåì èçó÷àþùèì ýòîò êóðñ ïîïûòàòüñÿ
ñàìèì ðåøèòü ýòè óïðàæíåíèÿ, è ëèøü ïîñëå ýòîãî ïîñìîòðåòü, ïðèâåäå-
ííîå â êîíöå ýòîãî èçäàíèÿ ðåøåíèå ýòèõ óïðàæíåíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò
èçó÷àþùèì ýòîò êóðñ, óáåäèòüñÿ â ïðàâèëüíîñòè ïîëó÷åííîãî èìè
ñàìèìè ðåøåíèÿ ýòèõ óïðàæíåíèé.

Ýòî èçäàíèå áóäåò ïîëåçíûì ñòóäåíòàì, èçó÷àþùèì êóðñ îáùåé
òîïîëîãèè, ó÷àùèìñÿ ìàãèñòðàòóðû è àñïèðàíòàì, êîòîðûì â ñâîèõ
èññëåäîâàíèÿõ ïðèõîäèòñÿ ïðèìåíÿòü ðåçóëüòàòû è ìåòîäû îáùåé òîïî-
ëîãèè.

Âñå ðåçóëüòàòû, âêëþ÷åííûå â ýòî èçäàíèå, èìåþòñÿ è â äðóãèõ
èçäàíèÿõ, â ÷àñòíîñòè â èçäàíèÿõ, êîòîðûå óêàçàíû â ðàçäåëå �Ðåêîìåí-
äóåìàÿ ëèòåðàòóðà�, è àâòîðû ýòîãî èçäàíèÿ íå ïðåòåíäóþò íà àâòîðñòâî
èçëîæåííûõ çäåñü ðåçóëüòàòîâ.
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1. ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ,
ÎÒÊÐÛÒÛÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ.

1.1. Îïðåäåëåíèå (òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà). Ïóñòü äàíî íå-
ïóñòîå ìíîæåñòâî X. Ãîâîðèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå X çàäàíà òîïîëîãè÷åñ-
êàÿ ñòðóêòóðà (äðóãèìè ñëîâàìè - òîïîëîãèÿ) τ , åñëè çàäàíà íåïóñòàÿ
ñîâîêóïíîñòü τ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X (ýëåìåíòàìè ñîâîêóïíîñòè
τ ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà X), óäîâëåòâîðÿþùàÿ
ñëåäóþùèì òðå̈ì àêñèîìàì:

1. X, ∅ ∈ τ ;
2. Åñëè A, B ∈ τ , òî A ∩B ∈ τ ;
3. Åñëè S ⊆ τ , òî ∪

A∈S
A ∈ τ .

Ïàðà (X, τ), ãäå X 6= ∅ è τ - òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà ìíîæåñòâå
X, íàçûâàåòñÿòîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, à ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñ-
òâà X, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò τ , íàçûâàþòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè
â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ).

Íà ÿçûêå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ àêñèîìû îïðåäåëåíèÿ 1.1 áóäóò âûãëÿ-
äåòü òàê:

1. Âñå̈ ïðîñòðàíñòâî X è ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè
ìíîæåñòâàìè;

2. Ïåðåñå÷åíèå äâóõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíî-
æåñòâîì;

3. Îáúåäèíåíèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.

1.2. Òåîðåìà. Ïóñòü (X, τ)- òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è
A1, A2, ..., An ∈ τ.Òîãäà

n⋂
i=1

Ai ∈ τ . (ò.å. ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì).

Äîêàçàòåëüñòâî.Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäå̈ì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè.

Åñëè n = 1, òî
1⋂

i=1

Ai = A1 ∈ τ , ò.å. áàçà èíäóêöèè äîêàçàíà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç òîãî, ÷òî A1, A2, ..., An−1 ∈ τ ñëåäóåò, ÷òî

n−1⋂
i=1

Ai ∈ τ è ïóñòü A1, A2, ..., An ∈ τ .

Òîãäà, ïî äîïóùåíèþ, B =
n−1⋂
i=1

Ai ∈ τ . Ñîãëàñíî âòîðîé àêñèîìå
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îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà èìååì
n⋂

i=1

Ai = (
n−1⋂
i=1

Ai)
⋂

An =B
⋂

An ∈ τ

Òåîðåìà äîêàçàíà.

1.3. Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî:
1.3.1. Åñëè X 6= ∅ è τ = {∅, X}, ò.å. τ ñîäåðæèò òîëüêî äâà

ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà X, òî τ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå X.
Ýòî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ) íàçûâàåòñÿ àíòèäèñêðåòíûì

ïðîñòðàíñòâîì, à òîïîëîãèÿ τ = {∅, X} íàçûâàåòñÿ àíòèäèñêðåòíîé
òîïîëîãèåé.

1.3.2. Ïóñòü X 6= ∅ è τ = {A |A ⊆ X}, ò.å. τ ñîñòîèò èç âñåõ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X. Òîãäà τ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå
X.

Ýòî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ) íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì
ïðîñòðàíñòâîì, à òîïîëîãèÿ τ = {A |A ⊆ X} íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé
òîïîëîãèåé.

1.3.3. Ïóñòü X = {a, b}. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ÷åòûðå ñîâîêóïíîñòè
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X:

τ1 = {∅, X} ,
τ2 = {∅, {a, b} , {a} , {b}} ,
τ3 = {∅, {a, b} , {a}} ;
τ4 = {∅, {a, b} , {b}} .
Òîãäà êàæäàÿ èç ýòèõ ñîâîêóïíîñòåé ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà ìíîæåñò-

âå X.
1.3.4. Ïóñòü X = {a, b}. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñîâîêóïíîñòè

σ1 = {X, {a}}è σ2 = {∅, {a}} ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X.Ïîêàçàòü, ÷òî
ñîâîêóïíîñòè σ1 è σ2 íå ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãèÿìè.

1.3.5. Ïóñòü X = {a, b, c} è ðàññìîòðèì íà X ñëåäóþùèå ñîâîêóïíî-
ñòè:

τ1 = {∅, X, {a}, {a, c} , {b} , {c} , {a, b}.{b, c}} ;

τ2 = {∅, X,}
τ3 = {∅, X, {a, b} , {a} , {b}} ;

τ4 = {∅, X, {a, c} , {a} , {c}} ;
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τ5 = {∅, X, {c, b} , {c} , {b}} .

Òîãäà êàæäàÿ èç ýòèõ ñîâîêóïíîñòåé ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà ìíîæåñò-
âå X.

1.3.6. Ïóñòü X = {a, b, c}. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå 2 ñîâîêóïíîñòè:
σ1 = {∅, X, {a}, {b}} è σ2 = {∅, X, {a, b}, {a, c}} ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
X.

Òîãäà êàæäàÿ èç ýòèõ ñîâîêóïíîñòåé íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé.
1.3.7. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî è

τ = {A ⊆ X | X\A � êîíå÷íîå} ∪ {∅} .

Òîãäà ýòà ñîâîêóïíîñòü ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå X.
1.3.8. Åñëè R � ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, è

τèíò = {A ⊆ R | A � îáúåäèíåíèå èíòåðâàëîâ }, òî (R, τèíò) � òîïîëî-
ãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ò.å. ñîâîêóïíîñòü τèíò ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà
ìíîæåñòâå R.

Ýòà òîïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíîé òîïîëîãèåé, à òîïîëîãè÷åñ-
êîå ïðîñòðàíñòâî (R, τèíò) íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë ñ èíòåðâàëüíîé òîïîëîãèåé.

1.4. Îïðåäåëåíèå. Êàê îáû÷íî, ãîâîðèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå X 6= ∅
çàäàíà ìåòðèêà ρ, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû ýëåìåíòîâ a, b ∈ X îïðåäåëåíî
òàêîå íåîòðèöàòåëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî ρ (a, b) (íàçûâàåìîå ðàññòî-
ÿíèåì îò a äî b), ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ρ (a, b) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a = b;
2) ρ (a, b) = ρ (b, a) äëÿ ëþáûõ a.b ∈ X;
3) ρ (a, b) ≤ ρ (a, c) + ρ (c, b) äëÿ ëþáûõ a, b, c ∈ X.
Ïàðà (X, ρ)- íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.
Íàïðèìåð, äëÿ ìíîæåñòâà R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ρ (a, b) = |b− a|

ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé.

1.5. Òåîðåìà. Åñëè (X, ρ)- ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî ñîâîêóï-
íîñòü

τρ = {A ⊆ X | ∀x ∈ A ∃εx > 0, {y ∈ X |ρ (x, y) < εx} ⊆ A}

ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå X.
Ýòà òîïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ìåòðèêîé

ρ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì âûïîëíèìîñòü àêñèîì îïðåäåëåíèÿ òî-
ïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà:

Ïóñòü x ∈ X. Âîçüìåì εx = 1. Òàê êàê {y ∈ X |ρ (x, y) < 1} ⊆ X, òî
X ∈ τρ;

Òàê êàê ∅ íå ñîäåðæèò íè êàêèõ ýëåìåíòîâ, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ ∅
èìååì, ÷òî {y ∈ X |ρ (x, y) < 1} = ∅ ⊆ ∅ , è çíà÷èò, ∅ ∈ τρ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïåðâàÿ àêñèîìà îïðåäåëåíèÿ 1.1 âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü òåïåðü A, B ∈ τρ è C = A ∩ B. Åñëè x ∈ C, òî x ∈ A
è x ∈ B, è çíà÷èò ñóùåñòâóþò òàêèå εx,A > 0 è εx,B > 0, ÷òî
{y ∈ X |ρ (x, y) < εx,A} ⊆ A è {y ∈ X |ρ (x, y) < εx,B } ⊆ B. Âîçüìå̈ì
εx,C = min {εx,A, εx,B}. Òîãäà {y ∈ X |ρ (x, y) < εx,C } ⊆ A ∩ B = C , ò.å.
C = A∩B ∈ τρ, è çíà÷èò, âòîðàÿ àêñèîìà îïðåäåëåíèÿ 1.1 âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü òåïåðü S ⊆ τρ è B =
⋃

A∈S

A, ïðîâåðèì, ÷òî B ∈ τρ.
Åñëè x ∈ B, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî A0 ∈ S, ÷òî x ∈ A0. Òàê

êàê A0 ∈ τρ, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî εx > 0, ÷òî
{y ∈ X |ρ (x, y) < εx} ⊆ A0 ⊆ B, è çíà÷èò, B ∈ τρ. Ñëåäîâàòåëüíî, τρ

ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå X.

1.6. Ïðîáëåìà. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ òîïîëîãèé ìîæíî çàäàòü íà
êîíå÷íîì ìíîæåñòâå?

Õîòÿ ôîðìóëèðîâêà, óêàçàííîé âûøå ïðîáëåìû, ÿâëÿåòñÿ íà ïåðâûé
âçãëÿä ïðîñòîé, îäíàêî åå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíûì è äî
íàñòîÿùåãî âðåìåíè îíà íå ðåøåíà.

Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîëó÷èòü õîòÿ áû íåêîòîðûå îöåíêè
÷èñëà âîçìîæíûõ òîïîëîãèé íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿùèì èç n ýëåìåíòîâ.
Îäíó èç òàêèõ îöåíîê, õîòÿ è äîñòàòî÷íî ãðóáóþ, äàåò ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà.

1.7. Òåîðåìà. Åñëè X � êîíå÷íîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî è n- ÷èñëî
åãî ýëåìåíòîâ, òî ÷èñëî âñåõ òîïîëîãèé íà ìíîæåñòâå X íå ïðåâîñõî-
äèò ÷èñëà 22n−2.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü ∆ � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
X. Òîãäà ∆ èìååò 2n ýëåìåíòîâ. Åñëè Ω � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà ∆\{X, ∅}, òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ω ðàâíî 22n−2.

Òàê êàê ëþáàÿ òîïîëîãèÿ τ ñîñòîèò èç ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, òî
τ ⊆ ∆, è çíà÷èò τ\{X, ∅} ∈ Ω.

Ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî ïåðâîé àêñèîìå îïðåäåëåíèÿ 1.1, {X, ∅} ⊆ τ
äëÿ ëþáîé òîïîëîãèè τ , îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå X, òî äëÿ ëþáûõ
òîïîëîãèé τ1 è τ2, çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå X, τ1 6= τ2 òîãäà è òîëüêî òîãäà
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êîãäà τ1\{X, ∅} 6= τ2\{X, ∅}, è çíà÷èò, ÷èñëî ðàçëè÷íûõ òîïîëîãèé
íà ìíîæåñòâå X íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ω, ò.å. íå
ïðåâîñõîäèò ÷èñëà 22n−2.

1.8. Ñëåäñòâèå. Åñëè X = {a, b} (ò.å. ÿâëÿåòñÿ äâóõýëåìåíòíûì
ìíîæåñòâîì), òî ÷èñëî âñåõ òîïîëîãèé íà íåì íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà
222−2 = 22 = 4. Ïîñêîëüêó â 1.3.3 óêàçàíû 4 ðàçëè÷íûõ òîïîëîãèé íà
ìíîæåñòâå X = {a, b}, òî ýòèìè ÷åòûðüìÿ òîïîëîãèÿìè èñ÷åðïûâà-
þòñÿ âñå òîïîëîãèè íà ìíîæåñòâå X = {a, b}.

1.9. Ïðèìåð. Ïóñòü X = {a, b, c}. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ òàáëèöó,
ñîñòîÿùàÿ èç 64=223−2 ñîâîêóïíîñòåé σi ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, è
âûÿñíèì êàêèå èç íèõ ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãèÿìè (â ýòîé òàáëèöå óêàçàíû
òîëüêî òå ñîâîêóïíîñòè, êîòîðûå ñîäåðæàò ∅ è X, èáî îñòàëüíûå ñîâîêóï-
íîñòè íå ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãèÿìè, ïîñêîëüêó äëÿ íèõ íå âûïîëíÿåòñÿ
ïåðâàÿ àêñèîìà îïðåäåëåíèÿ 1.1).

N Ñîâîêóïíîñòü σi Âûâîä
1 {∅, X} Àíòèäèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ
2 {∅, X, {a}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
3 {∅, X, {b}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
4 {∅, X, {c}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
5 {∅, X, {a}, {b}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
6 {∅, X, {a}, {c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
7 {∅, X, {b}, {c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
8 {∅, X, {a}, {b}, {c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
9 {∅, X{a, b}} ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
10 {∅, X, {a},{a, b}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
11 {∅, X, {b},{a, b}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
12 {∅, X, {c}, {a, b}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
13 {∅, X, {a}, {b}, {a, b}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
14 {∅, X, {a}, {c}, {a, b}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
15 {∅, X, {b}, {c}, {a, b}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
16 {∅, X, {a}, {b}, {c}, {a, b}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
17 {∅, X,{a, c}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
18 {∅, X, {a},{a, c}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
19 {∅, X, {b},{a, c}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
20 {∅, X, {c}, {a, c}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
21 {∅, X, {a}, {b}, {a, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
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N Ñîâîêóïíîñòü σi Âûâîä
22 {∅, X, {a}, {c}, {a, c}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
23 {∅, X, {b}, {c}, {a, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
24 {∅, X, {a}, {b}, {c}, {a, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
25 {∅, X,{b, c}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
26 {∅, X, {a},{b, c}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
27 {∅, X, {b},{b, c}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
28 {∅, X, {c}, {b, c}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
29 {∅, X, {a}, {b}, {b, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
30 {∅, X, {a}, {c}, {b, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
31 {∅, X, {b}, {c}, {b, c}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
32 {∅, X, {a}, {b}, {c}, {b, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
33 {∅, X,{a, b},{a, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
34 {∅, X, {a}, {a, b},{a, c}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
35 {∅, X, {b},{a, b},{a, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
36 {∅, X, {c}, {a, b}, {a, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèÿ
37 {∅, X, {a}, {b}, {a, b},{a, c}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
38 {∅, X, {a}, {c}, {a, b}, {a, c}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
39 {∅, X, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
40 {∅, X, {a}, {b}, {c},{a, b},{a, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
41 {∅, X,{a, c},{b, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
42 {∅, X, {a},{a, c},{b, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
43 {∅, X, {b},{a, c},{b, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
44 {∅, X, {c}, {a, c},{b, c}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
45 {∅, X, {a}, {b}, {a, c},{b, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
46 {∅, X, {a}, {c}, {a, c},{b, c}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
47 {∅, X, {b}, {c}, {a, c},{b, c}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
48 {∅, X, {a}, {b}, {c}, {a, c}, {b, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
49 {∅, X,{a, b},{b, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
50 {∅, X, {a},{a, b},{b, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
51 {∅, X, {b},{a, b},{b, c}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
52 {∅, X, {c}, {a, b},{b, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
53 {∅, X, {a}, {b}, {a, b},{b, c}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
54 {∅, X, {a}, {c}, {a, b},{b, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
55 {∅, X, {b}, {c}, {a, b},{b, c}} ßâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
56 {∅, X, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
57 {∅, X,{a, b},{a, c},{b, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
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N Ñîâîêóïíîñòü σi Âûâîä
58 {∅, X, {a},{a, b},{a, c},{b, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
59 {∅, X, {b},{a, b},{a, c},{b, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
60 {∅, X, {c}, {a, b},{a, c},{b, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
61 {∅, X, {a}, {b}, {a, b},{a, c},{b, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
62 {∅, X, {a}, {c}, {a, b},{a, c},{b, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
63 {∅, X, {b}, {c}, {a, b},{a, c},{b, c}} Íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé
64 {∅, X, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c} } Äèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ

1.10. Çàìå÷àíèå. Èç ïðåäûäóùåé òàáëèöû âèäíî, ÷òî íà òðåõýëåìåíò-
íîì ìíîæåñòâå ìîæíî çàäàòü 29 ðàçëè÷íûõ òîïîëîãèé.

1.11. Çàìå÷àíèå. Åñëè X ñîäåðæèò áîëüøå òðåõ ýëåìåíòîâ, òî äëÿ
íàõîæäåíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ íà íåì òîïîëîãèé íóæíî ðàññìîòðåòü î÷åíü
áîëüøîå ÷èñëî ñîâîêóïíîñòåé ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X. Òàê:

� Åñëè X ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõýëåìåíòíûì ìíîæåñòâîì, òî äëÿ íàõîæäå-
íèÿ âñåõ âîçìîæíûõ òîïîëîãèé íóæíî ðàññìîòðåòü 224−2 = 214 = 16384
ñîâîêóïíîñòåé ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X;

� Åñëè æå X ÿâëÿåòñÿ ïÿòèýëåìåíòíûì ìíîæåñòâîì, òî äëÿ íàõîæäå-
íèÿ âñåõ âîçìîæíûõ òîïîëîãèé íóæíî ðàññìîòðåòü 225−2 = 230 > 108

ñîâîêóïíîñòåé ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X.
Ïîýòîìó íóæíî èñêàòü äðóãèå ìåòîäû (êðîìå ïîëíîãî ïåðåáîðà)

ïîñòðîåíèÿ âñåõ òîïîëîãèé íà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ.

1.12. Çàìå÷àíèå. Äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X âåðíà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà (äëÿ åå äîêàçàòåëüñòâà íóæíû çíàíèÿ èç òåîðèè òðàíñôèíèòíûõ
è êàðäèíàëüíûõ ÷èñåë, ïîýòîìó ìû íå ïðèâîäèì åå äîêàçàòåëüñòâà).

1.13. Òåîðåìà. Åñëè X � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî è m � åãî ìîùíîñòü,
òî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ òîïîëîãèé, êîòîðûå âîçìîæíû íà ìíîæåñòâå
X, ðàâíà 22m , ò.å. ðàâíà ìîùíîñòè ìíîæåñòâà âñåõ ñîâîêóïíîñòåé ïîä-
ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X. (Ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîä-
ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå X.)

1.14. Îïðåäåëåíèå. Ñîâîêóïíîñòü Ω ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X
íàçûâàåòñÿ áàçîé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, τ), åñëè âûïîëíÿ-
þòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

� Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî èç Ω ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì â (X, τ), ò.å. Ω ⊆ τ ;
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� Âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, τ)
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè ïîäìíîæåñòâ èç Ω.

1.15. Óïðàæíåíèÿ. Ïðîâåðèòü, ÷òî ñëåäóþùèå ñîâîêóïíîñòè ÿâëÿ-
þòñÿ áàçàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ.

1.15.1. Â ëþáîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ) ñîâîêóïíîñòü τ
ÿâëÿåòñÿ áàçîé ïðîñòðàíñòâà;

1.15.2. Â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ) ñîâîêóïíîñòü
Ω = {{x}|x ∈ X} ÿâëÿåòñÿ áàçîé ïðîñòðàíñòâà;

1.15.3. Â ìíîæåñòâå R âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ èíòåðâàëüíîé
òîïîëîãèåé τèíò ñîâîêóïíîñòü Ω âñåõ èíòåðâàëîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîíöàìè ÿâëÿåòñÿ áàçîé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (R, τèíò);

1.15. 4. Ïóñòü (X, ρ) � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è τρ � òîïîëîãèÿ,
çàäàâàåìàÿ ìåòðèêîé ρ (ñì. òåîðåìà 1.5). Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ X è
ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
Ua,n = {y ∈ X|ρ(a, y) < 2−n}. Òîãäà ñîâîêóïíîñòü Ω = {Ua,k|a ∈ X, k ∈ N}
ÿâëÿåòñÿ áàçîé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, τρ).

1.16. Òåîðåìà. Åñëè Ω � áàçà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
(X, τ), òî âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1.16.1..Ω ⊆ τ è
⋃

U∈Ω

U = X;

1.16.2. Äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ U, V ∈ Ω è ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà
a ∈ U

⋂
V ñóùåñòâóåò òàêîå W ∈ Ω, ÷òî a ∈ W ⊆ U ∩ V.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå 1.6.1 ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 1.14 è
òîãî, ÷òî X ∈ τ .

Ïóñòü òåïåðü U, V ∈ Ω è a ∈ U
⋂

V . Òîãäà U, V ∈ Ω ⊆ τ è çíà÷èò
U ∩ V ∈ τ . Ñîãëàñíî âòîðîìó óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ 1.14, U

⋂
V ÿâëÿåòñÿ

îáúåäèíåíèåì íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè ìíîæåñòâ ïðèíàäëåæàùèõ Ω, è
çíà÷èò a ∈ W ⊆ U ∩ V äëÿ íåêîòîðîãî W ∈ Ω.

1.17. Òåîðåìà. Ïóñòü Ω � òàêàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà X, ÷òî âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1.
⋃

U∈Ω

U = X;

2. Äëÿ ëþáûõ U, V ∈ Ω è ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà a ∈ U
⋂

V
ñóùåñòâóåò òàêîå W ∈ Ω, ÷òî a ∈ W ⊆ U ∩ V.

Òîãäà íà ìíîæåñòâåX ñóùåñòâóåò è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ òîïîëî-
ãèÿ τ òàêàÿ, ÷òî Ω ÿâëÿåòñÿ áàçîé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
(X, τ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì â äâà ýòàïà.
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Ïîñòðîåíèå òîïîëîãèè. Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü τ âñåõ òàêèõ ïîä-
ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè ïîäìíîæåñòâ , ïðèíàäëåæàùèõ Ω. Òàê êàê
∅ =

⋃
U∈∅

U è, ñîãëàñíî óñëîâèþ 1 ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû,
⋃

U∈Ω

U = X, òî
τ óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå îïðåäåëåíèÿ 1.1.

Ïóñòü òåïåðü U,U ′ ∈ τ . Òàê êàê êàæäîå èç ìíîæåñòâ U è U ′ ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè ïîäìíîæåñòâ èç Ω, òî, äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà a ∈ U ∩ U ′ íàéäóòñÿ òàêèå ïîäìíîæåñòâà Va, V

′
a ∈ Ω, ÷òî

a ∈ Va ⊆ U è a ∈ V ′
a ⊆ U ′. Ñîãëàñíî óñëîâèþ 2 ôîðìóëèðîâêè òåîðå-

ìû, äëÿ ýëåìåíòà a ∈ U ∩ U ′ íàéäåòñÿ òàêîå ïîäìíîæåñòâî Wa ∈ Ω, ÷òî
a ∈ Wa ∈ Va∩V ′

a ⊆ U∩U ′. Òîãäà U∩U ′ =
⋃

a∈U∩U ′
{a} ⊆ ⋃

a∈U∩U ′
Wa ⊆ U∩U ′, è

çíà÷èò, U∩U ′ =
⋃

a∈U∩U ′
Wa ò.å. U∩U ′ ∈ τ . Ñëåäîâàòåëüíî, τ óäîâëåòâîðÿåò

âòîðîé àêñèîìå îïðåäåëåíèÿ 1.1.
Åñëè {Uγ|γ ∈ Γ} ⊆ τ , òî êàæäîå èç ïîäìíîæåñòâ Uγ ÿâëÿåòñÿ

îáúåäèíåíèåì íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè ïîäìíîæåñòâ èç Ω. Òîãäà è ìíî-
æåñòâî

⋃
γ∈Γ

Uγ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèåì íåêîòîðîé ñîâîêóï-

íîñòè ïîäìíîæåñòâ èç Ω. Ñëåäîâàòåëüíî, τ óäîâëåòâîðÿåò è òðåòåé àêñè-
îìå îïðåäåëåíèÿ 1.1, ò.å. τ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå X.

Òàê êàê ëþáîå ìíîæåñòâî èç τ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå
íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè ïîäìíîæåñòâ èç Ω, òî Ω ÿâëÿåòñÿ áàçîé ïðîñò-
ðàíñòâà (X, τ).

Åäèíñòâåííîñòü òîïîëîãèè τ. Ïóñòü τ ′ � ëþáàÿ òàêàÿ òîïîëîãèÿ
íà ìíîæåñòâå X, ÷òî Ω ÿâëÿåòñÿ áàçîé òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
(X, τ ′).

Åñëè U ∈ τ , òî U ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè
ïîäìíîæåñòâ èç Ω (ñì. âûøå îïðåäåëåíèå ñîâîêóïíîñòè τ). Òàê êàê
Ω ÿâëÿåòñÿ áàçîé ïðîñòðàíñòâà (X, τ ′), òî Ω ⊆ τ ′, è ïîñêîëüêó τ ′

óäîâëåòâîðÿåò òðåòåé àêñèîìå îïðåäåëåíèÿ 1.1, òî U ∈ τ ′, è çíà÷èò,
τ ⊆ τ ′.

Åñëè æå W ∈ τ ′, òî, ïîñêîëüêó Ω ÿâëÿåòñÿ áàçîé òîïîëîãè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà (X, τ ′), W ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè
ïîäìíîæåñòâ èç Ω, è çíà÷èò (ñì. îïðåäåëåíèå ñîâîêóïíîñòè τ) W ∈ τ .
Èç ïðîèçâîëüíîñòè W ñëåäóåò, ÷òî τ ′ ⊆ τ . Ñëåäîâàòåëüíî τ = τ ′.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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2. ÎÊÐÅÑÒÍÎÑÒÈ ÒÎ×ÅÊ

2.1. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
è a ∈ X. Ïîäìíîæåñòâî U íàçûâàåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a â
òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî
V ∈ τ , ÷òî a ∈ V ⊆ U .

Çàìå÷àíèå. Â íåêîòîðûõ ó÷åáíèêàõ ïî òîïîëîãèè ïîä îêðåñòíîñòüþ
ïîíèìàþò âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî ñîäåðæàùåå òî÷êó a. Îäíàêî ýòî
îòëè÷èå íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì.

2.2. Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî:
2.2.1. Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Åñëè A ∈ τ , òî A

ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ëþáîé òî÷êè a ∈ A, ò.å. â ëþáîì òîïîëîãè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ëþáîé
ñâîåé òî÷êè.

2.2.2. Åñëè (X, τ) � àíòèäèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî, òî ìíîæåñòâî V
ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a ∈ X òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà V = X.

2.2.3. Ïóñòü (X, τ) � äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî è A ⊆ X. Åñëè a ∈ A,
òî A � îêðåñòíîñòü òî÷êè a.

2.2.4. Ïóñòü (R, τèíò) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë ñ èíòåðâàëüíîé òîïîëîãèåé τèíò è r ∈ R. Ðàññìîòðèì èíòåðâàë
A = (r − 1, r + 1) è B = {x |x− ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, r − 1 < x < r + 1}.

Òîãäà A ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè r, à B íå ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ
òî÷êè r â ïðîñòðàíñòâå (R, τèíò).

2.3. Òåîðåìà (Ñâîéñòâà îêðåñòíîñòåé òî÷åê ). Ïóñòü
(X, τ) - òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ:

2.3.1. Åñëè U- îêðåñòíîñòü òî÷êè a â (X, τ), òî a ∈ U( ëþáàÿ
îêðåñòíîñòü òî÷êè ñîäåðæèò ýòó òî÷êó).

2.3.2. Åñëè U - îêðåñòíîñòü òî÷êè a è U ⊆ V ⊆ X, òî
V � îêðåñòíîñòü òî÷êè a, ò.å. ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå íåêîòîðóþ
îêðåñòíîñòü òî÷êè, ñàìî ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýòîé òî÷êè.

2.3.3. Åñëè U è V � îêðåñòíîñòè òî÷êè a, òî è U∩V � îêðåñòíîñòü
òî÷êè a, è çíà÷èò, ïåðåñå÷åíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà îêðåñòíîñòåé
òî÷êè a ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýòîé òî÷êè.
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2.3.4. Ïîäìíîæåñòâî U ⊆ X òîãäà è òîëüêî òîãäà ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòûì, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ëþáîé ñâîåé òî÷êè.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Åñëè U - îêðåñòíîñòü òî÷êè a, òî ñóùåñòâóåò òàêîå W ∈ τ , ÷òî

a ∈ W ⊆ U , è çíà÷èò, a ∈ U . Ýòèì óòâåðæäåíèå 2.3. 1 äîêàçàíî.
Ïóñòü òåïåðü U ⊆ V è U � îêðåñòíîñòü òî÷êè a. Òîãäà ñóùåñòâóåò

òàêîå W ∈ τ , ÷òî
a ∈ W ⊆ U ⊆ V , è çíà÷èò V− îêðåñòíîñòü òî÷êè a. Ýòèì óòâåðæäåíèå
2.3.2 äîêàçàíî.

Åñëè U è V � îêðåñòíîñòè òî÷êè a, òî ñóùåñòâóþò òàêèå W1,W2 ∈ τ ,
÷òî a ∈ W1 ⊆ U è a ∈ W2 ⊆ V . Òîãäà W = W1∩W2 ∈ τ è a ∈ W ⊆ U ∩V ,
ò.å. U ∩ V - îêðåñòíîñòü òî÷êè a. Ýòèì óòâåðæäåíèå 2.3.3 äîêàçàíî.

Åñëè U ∈ τ , òî, ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 2.2.1, U ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ
ëþáîé ñâîåé òî÷êè.

Ïóñòü òåïåðü ïîäìíîæåñòâî U ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ëþáîé ñâîåé
òî÷êè. Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ U ñóùåñòâóåò òàêîå Va ∈ τ , ÷òî a ∈ Va ⊆ U .
Òàê êàê

U =
⋃

a∈U

{a} ⊆ ⋃
a∈U

Va ⊆ U, òî U =
⋃

a∈U

Va è ñîãëàñíî àêñèîìå 3
îïðåäåëåíèå 1.1, ïîëó÷àåì, ÷òî U ∈ τ . Ýòèì óòâåðæäåíèå 2.3.4 äîêàçàíî.

2.4. Îïðåäåëåíèå Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è
a � íåêîòîðûé ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà X. Ñîâîêóïíîñòü Ω ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ áàçèñîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè a â òîïîëîãè÷åñ-
êîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) Ëþáîå U ∈ Ω ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a;
2) Äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè V òî÷êè a íàéäåòñÿ òàêîå ïîäìíîæåñòâî

U ∈ Ω , ÷òî U ⊆ V .

2.5. Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî:
2.5.1. Åñëè (X, τ) � àíòèäèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî è a ∈ X, òî

ñîâîêóïíîñòü Ωa = {X} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè a.
2.5.2. Åñëè (X, τ) � äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî è a ∈ X, òî Ωa = {{a}}

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè a.
2.5.3. Åñëè X = {a, b} è τ = {∅, X, {a}}, òî ñîâîêóïíîñòü

Ωa = {{a}} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè a è ñîâîêóïíîñòü
Ω′ = {X} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè b, íî Ω′ íå ÿâëÿåòñÿ
áàçèñîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè a.
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2.5. 4.Ïóñòü (R, τèíò) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë ñ èíòåðâàëüíîé òîïîëîãèåé, a ∈ R è Ω =

{(
a− 1

2n ; a + 1
2n

) |n ∈ N}
,

òîãäà ñîâîêóïíîñòü Ω ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè a.
2.5. 5. Ïóñòü N � ìíîæåñòâî âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è

τ = {A ⊆ N |N\A -êîíå÷íîå ìíîæåñòâî} ∪ {∅} .

Òîãäà, ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 1.3.7, τ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå
N.

Äîêàçàòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü

Ω = {{n, n + 1, n + 2, ...} ∪ {1} |n ∈ N}

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè 1 â ïîñòðàíñòâå (N, τ).

2.6. Òåîðåìà. Åñëè (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî
ëþáàÿ òî÷êà a ∈ X îáëàäàåò áàçèñîì îêðåñòíîñòåé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ X ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü
Θa = {U |U ∈ τ, è a ∈ U}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ X ïðîèçâîëüíîå
ïîäìíîæåñòâî U ∈ Θa ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a (ñì. óïðàæíåíèå
2.2.1).

Êðîìå òîãî, åñëè a ∈ X è V � îêðåñòíîñòü òî÷êè a, òî ñóùåñòâóåò
òàêîå U ∈ τ , ÷òî a ∈ U ⊆ V . Òîãäà U ∈ Θa, è çíà÷èò, Θa ÿâëÿåòñÿ
áàçèñîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè a.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

2.7. Òåîðåìà. Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è äëÿ
êàæäîãî a ∈ X çàäàí íåêîòîðûé áàçèñ Ωa îêðåñòíîñòåé òî÷êè a â
ïðîñòðàíñòâå (X, τ). Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

2.7.1. Åñëè a ∈ X è U, V ∈ Ωa , òî ñóùåñòâóåò òàêîå W ∈ Ωa,
÷òî W ⊆ U ∩ V ;

2.7.2. Åñëè a ∈ X è U ∈ Ωa , òî ñóùåñòâóåò W ∈ Ωa, òàêîå ÷òî U
ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ëþáîé òî÷êè x ∈ W.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a ∈ X è U, V ∈ Ωa, òî U ∩ V ÿâëÿåòñÿ
îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a (ñì. óòâåðæäåíèå 2.3.3). Òàê êàê Ωa ÿâëÿåòñÿ
áàçèñîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè a, òî ñóùåñòâóåò òàêîå W ∈ Ωa, ÷òî
W ⊆ U ∩ V.

Ýòèì óòâåðæäåíèå 2.7.1 äîêàçàíî.
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Ïóñòü òåïåðü U ∈ Ωa. Òîãäà U ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a, è
çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêîå V ∈ τ , ÷òî a ∈ V ⊆ U . Òàê êàê V ÿâëÿåòñÿ
îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a è Ωa ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè a, òî
ñóùåñòâóåò òàêîå W ∈ Ωa, ÷òî W ⊆ V.

Åñëè òåïåðü x ∈ W , òî x ∈ V ⊆ U è ïîñêîëüêó V ∈ τ , òî U áóäåò
îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

2.8. Òåîðåìà. Ïóñòü X-ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî è äëÿ
êàæäîãî a ∈ X çàäàíà òàêàÿ íåïóñòàÿ ñîâîêóïíîñòü Θa ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà X, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. a ∈ U äëÿ ëþáîãî U ∈ Θa è ïðîèçâîëüíîãî a ∈ X;
2. Åñëè a ∈ X è U, V ∈ Θa, òî ñóùåñòâóåò òàêîå W ∈ Θa, ÷òî

W ⊆ U ∩ V ;
3. Åñëè a ∈ X è U ∈ Θa , òî ñóùåñòâóåò òàêîå W ∈ Θa, ÷òî äëÿ

ëþáîé òî÷êè x ∈ W ñóùåñòâóåò òàêîå V ∈ Θx, ÷òî V ⊆ U.
Òîãäà íà ìíîæåñòâå X ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ òîïî-

ëîãèÿ τ òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ Xñîâîêóïíîñòü Θa ÿâëÿåòñÿ áàçè-
ñîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè a â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü τ âñåõ òàêèõ ïîäìíî-
æåñòâ U ìíîæåñòâà X, êàæäîå èç êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ:

(*) Äëÿ êàæäîãî x ∈ U ñóùåñòâóåò òàêîå V ∈ Θx, ÷òî V ⊆ U .
Ïðîâåðèì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü τ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà X è äëÿ

ëþáîãî a ∈ X ñîâîêóïíîñòü Θa ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè
a â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ).

Òàê êàê ∅ íå ñîäåðæèò íèêàêèõ ýëåìåíòîâ, òî îíî óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (*), è çíà÷èò, ∅ ∈ τ . Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî a ∈ X ìíîæåñòâî
Θa ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì è çíà÷èò, ñóùåñòâóåò V ∈ Θa. Òàê êàê V ⊆ X, òî
X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (*), è çíà÷èò, X ∈ τ .

Ñëåäîâàòåëüíî, τ óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå îïðåäåëåíèÿ 1.1.
Ïóñòü òåïåðü U, V ∈ τ è a ∈ U ∩ V . Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå Ua ∈ Θa

è Va ∈ Θa, ÷òî Ua ⊆ U è Va ⊆ V . Ñîãëàñíî óñëîâèþ 2 ôîðìóëèðîâêè
òåîðåìû, ñóùåñòâóåò òàêîå Wa ∈ Θa, ÷òî Wa ⊆ Ua ∩ Va. Òîãäà
Wa ⊆ Ua ∩ Va ⊆ U ∩ V , è çíà÷èò, U

⋂
V ∈ τ , ò.å. τ óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé

àêñèîìå îïðåäåëåíèÿ 1.1.
Ïóñòü òåïåðü {Uγ|γ ∈ Γ} ⊆ τ è a ∈ ⋃

γ∈Γ

Uγ. Òîãäà a ∈ Uγ0 äëÿ

íåêîòîðîãî γ0 ∈ Γ, è çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêîå W ∈ Θa, ÷òî
W ⊆ Uγ0 ⊆

⋃
γ∈Γ

Uγ, ò.å.
⋃

γ∈Γ

Uγ ∈ τ .
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Ñëåäîâàòåëüíî, τ óäîâëåòâîðÿåò è òðåòåé àêñèîìå îïðåäåëåíèÿ 1.1.
Çíà÷èò, τ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå X.
Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ X ñîâîêóïíîñòü Θa ÿâëÿåòñÿ

áàçèñîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè a â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
(X, τ).

Ïóñòü U ∈ Θa. Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî
U ′ = {x ∈ U |∃V ∈ Θx, ÷òî V ⊆ U}.

Ïðîâåðèì, ÷òî U ′ ∈ τ . Åñëè x ∈ U ′, òî ñóùåñòâóåò òàêîå Vx ∈ Θx, ÷òî
Vx ⊆ U . Ïî óñëîâèþ 3 (ñì. ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû) ñóùåñòâóåò òàêîå
Wx ∈ Θx, ÷òî äëÿ ëþáîãî y ∈ Wx ñóùåñòâóåò òàêîå W ′

y ∈ Θy, ÷òî
W ′

y ⊆ Vx. Òàê êàê W ′
y ⊆ Vx ⊆ U , òî Wx ⊆ {y ∈ U |∃Vy, ÷òî Vy ⊆ U} = U ′,

è çíà÷èò, U ′ ∈ τ .
Òàê êàê a ∈ U ′ ⊆ U , òî U ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a

â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ), ò.å. Θa óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó
óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ 2.4.

Ïóñòü òåïåðü a ∈ X è W - ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a â (X, τ).
Òîãäà (ñì. îïðåäåëåíèå 2.1) ñóùåñòâóåò òàêîå U ∈ τ , ÷òî a ∈ U ⊆ W .
Ñîãëàñíî óñëîâèþ (*), ñóùåñòâóåò òàêîå Va ∈ Θa, ÷òî
Va ⊆ U ⊆ W , è çíà÷èò, Θa óäîâëåòâîðÿåò è âòîðîìó óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ
2.4. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîâîêóïíîñòü Θa ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì îêðåñòíîñòåé
òî÷êè a â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ).

Ïðîâåðèì òåïåðü åäèíñòâåííîñòü òîïîëîãèè τ .
Ïóñòü τ ′- òàêàÿ òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå X, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ X

ñîâîêóïíîñòü Θa ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè a â òîïîëîãè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå (X, τ ′).

Åñëè U ∈ τ , òî (ñì. âûøå îïðåäåëåíèå τ , óñëîâèå (*) ) äëÿ ëþáîãî
x ∈ U íàéäåòñÿ òàêîå Vx ∈ Θx, ÷òî Vx ⊆ U . Òàê êàê Θx ÿâëÿåòñÿ
áàçèñîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè x â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ ′),
òî Vx ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
(X, τ ′), è ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.3.2, U ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x
â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ ′). Èç ïðîèçâîëüíîñòè òî÷êè x (ñì.
óòâåðæäåíèå 2.3.4) ñëåäóåò, ÷òî U ∈ τ ′. Ñëåäîâàòåëüíî τ ⊆ τ ′.

Åñëè æå U ′ ∈ τ ′, òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.3.4, U ′ ÿâëÿåòñÿ
îêðåñòíîñòüþ ëþáîé òî÷êè x ∈ U ′ â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ ′).
Òàê êàê Θx ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè x â òîïîëîãè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå (X, τ ′), òî íàéäåòñÿ òàêîå Vx ∈ Θx, ÷òî Vx ⊆ U ′. Òîãäà èç
ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà x ñëåäóåò, ÷òî U ′ ∈ τ (ñì. âûøå, îïðåäåëåíèå
τ , óñëîâèå (*) ). Ñëåäîâàòåëüíî τ ′ ⊆ τ , è çíà÷èò, τ ′ = τ .

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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3. ÇÀÌÊÍÓÒÛÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ È ÇÀÌÛÊÀÍÈÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂ.

3.1. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è
A ⊆ X. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì â ïðîñòðàíñòâå (X, τ),
åñëè X\A ∈ τ .

3.2. Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî:
3.2.1. Åñëè (X, τ) � ïðîèçâîëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî

âñå̈ ìíîæåñòâî X è ïóñòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè
â ïðîñòðàíñòâå (X, τ)

3.2.2. Åñëè (X, τ) � àíòèäèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî è A � çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (X, τ), òî ëèáî A = X, ëèáî A = ∅.

3.2.3. Åñëè (X, τ) � äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî, òî ëþáîå ïîäìíîæåñòâî
A ⊆ X ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (X, τ).

3.2.4. Ïóñòü X = {a, b}.
� Åñëè τ1 = {∅, {a, b}}, òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ

ñîâïàäàåò ñ ñîâîêóïíîñòüþ {X, ∅}.
� Åñëè τ2 = {∅, {a, b} , {a} , {b}}, òî çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè ÿâëÿ-

þòñÿ âñå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà X.
� Åñëè τ3 = {∅, {a, b} , {a}}, òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ çàìêíóòûõ ìíî-

æåñòâ ñîâïàäàåò ñ {∅, {a, b} , {b}}.
� Åñëè τ4 = {∅, {a, b} , {b}}, òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ

ñîâïàäàåò ñ {∅, {a, b} , {a}}.
3.2.5. Åñëè X = {a, b, c} è τ= {∅, {a, b, c} , {a} , {a, b} , {b}}, òî ñîâîêóï-

íîñòü âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ñîâïàäàåò ñ ñîâîêóïíîñòüþ
{∅, {a, b, c} , {b, c} , {c} , {a, c}} .

3.2.6. Ïóñòü X = {a, b, c}. Äëÿ êàæäîé èç òîïîëîãèé, óêàçàííûõ â
ïðèìåðå 1.9, óêàçàòü ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

3.3. Òåîðåìà. Åñëè X- áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî è

τ = {A |X\A− êîíå÷íîå ìíîæåñòâî} ∪ {∅},
òî ïîäìíîæåñòâî F ⊆ Xÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñ-
òðàíñòâå (X, τ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî,
ëèáî F = X.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü F � çàìêíóòîå â (X, τ) ìíîæåñòâî. Òîãäà
X\F ∈ τ , è çíà÷èò, ëèáî X\F = ∅ (â ýòîì ñëó÷àå F = X), ëèáî F =
X\(X\F ) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü F = X , ëèáî F ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñ-
òâîì.

Åñëè F � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî X\F ∈ τ . Òîãäà F = X\ (X\F )
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì. Åñëè æå F = X, òî (ñì. 3.2.1)
F � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

3.4.Òåîðåìà. Åñëè (R, τèíò)- ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
ñ èíòåðâàëüíîé òîïîëîãèåé, òî ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ
çàìêíóòûìè:

� Ëþáîé èç ïîëóèíòåðâàëîâ âèäà (−∞, b] è [a,∞);
� Ëþáîé îòðåçîê [a, b] , â ÷àñòíîñòè, {a} = [a, a]
� Îáúåäèíåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà îòðåçêîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê (−∞, b] = R\(b,∞) = R\
∞⋃
i=1

(b, b + i)

è [a,∞) = R\(−∞, a) = R\
∞⋃
i=1

(a− i, a), òî ëþáîé èç óêàçàííûõ
ïîëóèíòåðâàëîâ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

Äëÿ çàìêíóòîñòè ëþáîãî îòðåçêà [a, b] äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî
äîïîëíåíèå ê íåìó ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, ò.å. R\[a, b] ÿâëÿåòñÿ
îáúåäèíåíèåì èíòåðâàëîâ. Ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, èáî
R\ [a, b] =

( ∞⋃
n=1

(a− n, a)

) ⋃ ( ∞⋃
n=1

(b, b + n)

)
.

Òàê êàê R\[ai, bi] ∈ τèíò äëÿ êàæäîãî 1 ≤ i ≤ k , òî ñîãëàñíî òåîðåìû
1.2, R\

k⋃
i=1

[ai, bi] =
k⋂

i=1

(R\[ai, bi]) ∈ τèíò, è çíà÷èò
k⋃

i=1

[ai, bi] ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

3.5. Òåîðåìà. Åñëè (X, ρ)- ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî , τρ- òîïîëî-
ãèÿ çàäàííàÿ ìåòðèêîé ρ (ñì. òåîðåìó 1.5.) è a ∈ X, òî äëÿ ëþáî-
ãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà k ìíîæåñòâî {x ∈ X |ρ (a, x) ≤ k} ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τρ).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü S = {x ∈ X |ρ (a, x) ≤ k}. Òîãäà
X\S = {z|ρ(a, z) > k}.

Åñëè b � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà X\S, òî ñóùåñòâóåò
òàêîå ïîëîæèòåëüíî ÷èñëî ε, ÷òî ρ(a, b) > k + ε. Òîãäà äëÿ ëþáîãî
ýëåìåíòà x ∈ {y|ρ(b, y) < ε} èìååì ρ(a, x) + ρ(x, b) ≥ ρ(a, b) > k + ε,
è çíà÷èò, ρ(a, x) > k + ε− ρ(x, b) > k + ε− ε = k. Çíà÷èò,
Vb = {y|ρ(b, y) < ε} ⊆ X\S.Òîãäà (ñì. òåîðåìó 1.5) X\S ∈ τρ, ò.å. S
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τρ).

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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3.6. Òåîðåìà. Åñëè (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî âåðíû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

3.6.1. Åñëè A è B - çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, òî A ∪ B ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì;

3.6. 2. Åñëè S - ïðîèçâîëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ,
òî

⋂
F∈S

F ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì;

3.6. 3. Åñëè Φ � ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â òîïîëîãè÷åñ-
êîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ), òî τ = {X\F |F ∈ Φ} è Φ = {X\F |F ∈ τ}

Äîêàçàòåëüñòâî:
3.6.1. Åñëè A è B � çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, òî X\A ∈ τ è X\B ∈ τ ,

ïðè÷åì X\ (A ∪B) = (X\A) ∩ (X\B), ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî âòîðîé
àêñèîìå îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, (X\A)∩(X\B) ∈ τ ,
ò.å A ∪B � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Ýòèì óòâåðæäåíèå 3.6.1 äîêàçàíî.
3.6.2. Ïóñòü òåïåðü S � ïðîèçâîëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü çàìêíóòûõ

ìíîæåñòâ. Òîãäà X\
( ⋂

F∈S

F

)
=

⋃
F∈S

(X\F ), è ñîãëàñíî òðåòüåé àêñèîìå
îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî, ïðîñòðàíñòâà

⋃
F∈S

(X\F ) ∈ τ . Ñëåäîâà-
òåëüíî,

⋂
F∈S

F ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

3.6.3. Ëåãêî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 3.1.
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

3.7. Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî îáúåäèíåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî
÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

3.8. Òåîðåìà. Ïóñòü X � ëþáîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî è
Φ � òàêàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, ÷òî âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ∅ è X ∈ Φ;
2) Èç òîãî, ÷òî A è B ∈ Φ ñëåäóåò, ÷òî A ∪B ∈ Φ;
3) Åñëè S � ïðîèçâîëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ èç Φ, òî⋂

F∈S

F ∈ Φ.
Òîãäà íà ìíîæåñòâå X ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ
τ òàêàÿ, ÷òî ñîâîêóïíîñòü Φ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü τ = { X\F |F ∈ Φ }, è
ïðîâåðèì, ÷òî τ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå X è ñîâîêóïíîñòü
Φ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â òîïîëîãè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå (X, τ).

Òàê êàê ∅ = X\X è X = X\∅, òî ∅, X ∈ τ , ò.å. τ óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé
àêñèîìå îïðåäåëåíèÿ 1.1.

Åñëè A,B ∈ τ , òî A = X\C è B = X\D äëÿ íåêîòîðûõ C,D ∈ Φ.
Òîãäà A

⋂
B = (X\C)

⋂
(X\D) = X\(C ⋃

D) ∈ τ , èáî A ∪ B ∈ Φ (ñì.
óñëîâèå 2 â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû). Çíà÷èò, τ óäîâëåòâîðÿåò è âòîðîé
àêñèîìå îïðåäåëåíèÿ 1.1.

Åñëè æå {Uγ|γ ∈ Γ} ⊆ τ , òî äëÿ êàæäîãî γ ∈ Γ, íàéäåòñÿ òàêîå
Fγ ∈ Φ, ÷òî Uγ = X\Fγ. Òîãäà

⋃
γ∈Γ

Uγ =
⋃

γ∈Γ

X\Fγ = X\( ⋂
γ∈Γ

Fγ) ∈ τ , èáî
⋂

γ∈Γ

Fγ ∈ Φ (ñì. óñëîâèå 3 â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû). Çíà÷èò, τ óäîâëåò-
âîðÿåò è òðåòüåé àêñèîìå îïðåäåëåíèÿ 1.1.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî τ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå X.
Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü Φ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ

çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ).
Åñëè F ∈ Φ, òî X\F ∈ τ , è çíà÷èò, F ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì

ìíîæåñòâîì â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ), ò.å. êàæäîå ìíîæåñ-
òâî èç ñîâîêóïíîñòè Φ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå (X, τ).

Îáðàòíî, åñëè A ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â òîïîëîãè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå (X, τ), òî V = X\A ∈ τ , è çíà÷èò, V = X\B äëÿ íåêîòîðîãî
B ∈ Φ. Òîãäà A = X\(X\A) = X\V = B ∈ Φ.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ñîâîêóïíîñòü Φ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, τ).

Ïîêàæåì òåïåðü åäèíñòâåííîñòü òîïîëîãèè τ .
Ïóñòü τ ′ � òàêàÿ òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå X, ÷òî ñîâîêóïíîñòü

Φ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ òîïîëîãè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà (X, τ ′).

Òîãäà (ñì. 3.6.3) τ ′ = { X\F |F ∈ Φ } è ïîñêîëüêó τ = { X\F |F ∈ Φ },
òî τ = τ ′.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

3.9. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,
M ⊆ X è a ∈ X. Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ê
ìíîæåñòâó M â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ), åñëè M ∩ V 6= ∅
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äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè V òî÷êè a â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ).

3.10. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, è
M ⊆ A ⊆ X. Åñëè ëþáàÿ òî÷êà a ∈ A ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ê
ìíîæåñòâó M , òî M íàçûâàåòñÿ ïëîòíûì ïîäìíîæåñòâîì â ìíîæåñòâå
A.

Åñëè æå A = X, òî â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ âñþäó
ïëîòíûì ïîäìíîæåñòâîì â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ).

3.11. Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî:
3.11.1. Åñëè (X, τ} � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è M ⊆ X, òî

ëþáàÿ òî÷êà x èç ìíîæåñòâà M ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ê M .
3.11.2. Ïóñòü (X, τ) � äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî (ò.å. âñå ïîäìíîæåñòâà

ìíîæåñòâà X ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè â (X, τ)) è M ⊆ X. Åñëè a � òî÷êà
ïðèêîñíîâåíèÿ ê M , òî a ∈ M .

3.11.3. Åñëè (X, τ) � äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî, M ⊆ X è a ∈ X, òî
a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ê ìíîæåñòâó M òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà a ∈ M .

3.11.4. Åñëè (X, τ) � àíòèäèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî è ∅ 6= M ⊆ X,
òî ëþáàÿ òî÷êà èç ìíîæåñòâà X ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ê
ïîäìíîæåñòâó M (ò.å. ëþáîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ âñþäó
ïëîòíûì â ïðîñòðàíñòâå (X, τ)).

3.11.5. Åñëè (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è a ∈ X, òî
a íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ê ïóñòîìó ìíîæåñòâó (ò.å. ïóñòîå
ìíîæåñòâî íå èìååò òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ).

3.11.6. Ïóñòü (R, τèíò) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë ñ èíòåðâàëüíîé òîïîëîãèåé. Åñëè M = (a, b) 6= ∅, òî a è b
ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïðèêîñíîâåíèÿ ê M (ò.å. ëþáîé íåïóñòîé èíòåðâàë
(a, b) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì ïîäìíîæåñòâîì â îòðåçêå [a, b]).

3.11.7. Ïóñòü (R, τèíò) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë ñ èíòåðâàëüíîé òîïîëîãèåé è Q - ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë. Òîãäà ëþáàÿ òî÷êà r ∈ R ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ê
ìíîæåñòâóQ, (ò.å.Q ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå
(R, τèíò)).

3.12. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è
M ⊆ X. Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà M â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
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(X, τ) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðèêîñíîâåíèÿ ê ìíîæåñòâó M .

3.13. Îáîçíà÷åíèÿ. Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà M â (X, τ) áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç [M ](X,τ) èëè ÷åðåç [M ]X èëè äàæå ïðîñòî ÷åðåç [M ],
åñëè ÿñíî î êàêîé òîïîëîãèè â ìíîæåñòâå X èäå̈ò ðå÷ü èëè åñëè ÿñíî î
êàêîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå èäå̈ò ðå÷ü, ñîîòâåòñòâåííî.

3.14. Òåîðåìà. (Ñâîéñòâà çàìûêàíèÿ). Åñëè (X, τ)- òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî, òî âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

3.14.1. Åñëè A ⊆ X, òî A ⊆ [A](X,τ);
3.14.2. Åñëè A ⊆ B ⊆ X, òî [A](X,τ) ⊆ [B](X,τ);
3.14.3. Åñëè A ⊆ X è B ⊆ X òî [A ∪B](X,τ) = [A](X,τ) ∪ [B](X,τ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a ∈ A, òî ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 3.11.1, a
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ê ìíîæåñòâó A, è çíà÷èò, a ∈ [A](X,τ).
Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà a ∈ A ñëåäóåò, ÷òî A ⊆ [A](X,τ). Ýòèì
óòâåðæäåíèå 3.14.1 äîêàçàíî.

Ïóñòü òåïåðü A ⊆ B ⊆ X è c ∈ [A](X,τ). Òîãäà c ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ïðèêîñíîâåíèÿ ê ìíîæåñòâó A è, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ îêðåñòíîñòü V
òî÷êè c èìååò ñ A íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Òîãäà ∅ 6= V ∩ A ⊆ V ∩ B, è
çíà÷èò, V ∩ B 6= ∅, ò. å c ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ê ìíîæåñòâó
B. Ñëåäîâàòåëüíî, c ∈ [B](X,τ). Èç ïðîèçâîëüíîñòè òî÷êè c ñëåäóåò, ÷òî
[A](X,τ) ⊆ [B](X,τ). Ýòèì óòâåðæäåíèå 3.14.2 äîêàçàíî.

Òàê êàê A ⊆ A ∪B è B ⊆ A ∪B, òî ñîãëàñíî 3.14.2,
[A](X,τ) ⊆ [A ∪B](X,τ) è [B](X,τ) ⊆ [A ∪B](X,τ). Òîãäà
[A ∪B](X,τ) ⊇ [A](X,τ) ∪ [B](X,τ).

Ïóñòü òåïåðü c ∈ [A ∪B](X,τ), äîêàæåì, ÷òî c ∈ [A](X,τ) ∪ [B](X,τ).
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå ò.å., ÷òî c /∈ [A](X,τ) ∪ [B](X,τ). Òîãäà

c /∈ [A](X,τ) è c /∈ [B](X,τ), è çíà÷èò, ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè U è
V òî÷êè c, ÷òî U ∩ A = ∅ è V ∩ B = ∅. Òàê êàê, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ
2.3.3, W = U

⋂
V ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè c è

W
⋂

(A ∪B) = (W ∩ A)∪ (W ∩B) ⊆ (U ∩ A)∪ (V ∩B) = ∅ ∪ ∅ = ∅,
òî c íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ê ìíîæåñòâó A ∪B.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì òî÷êè c.
Ñëåäîâàòåëüíî, [A ∪B](X,τ) ⊆ [A](X,τ) ∪ [B](X,τ), è çíà÷èò,

[A ∪B](X,τ) = [A](X,τ) ∪ [B](X,τ).
Ýòèì óòâåðæäåíèå 3.14.3 äîêàçàíî.
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3.15. Òåîðåìà. Åñëè (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è
F ⊆ X, òî ìíîæåñòâî F ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà F = [F ](X,τ) .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü F ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì. Òîãäà,

V = X\F ∈ τ , è çíà÷èò, V ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ëþáîé òî÷êè
x ∈ V = X\F . Òàê êàê F

⋂
V = F

⋂
(X\F ) = ∅, òî ëþáàÿ òî÷êà x ∈ X\F

íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ê ìíîæåñòâó F , ò.å. x /∈ [F ](X,τ).
Çíà÷èò F ⊇ [F ](X,τ).

Òàê êàê, ñîãëàñíî 3.14.1, F ⊆ [F ](X,τ) , òî F = [F ](X,τ). Ýòèì
íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü F ⊆ X è F = [F ](X,τ). Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî F
� çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ò.å. ÷òî X\F ∈ τ . Êðîìå òîãî, òàê êàê
a /∈ F = [F ](X,τ) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ X\F , òî a íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ïðèêîñíîâåíèÿ ê ìíîæåñòâó F , è çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü
V òî÷êè a, ÷òî F ∩V = ∅. Òîãäà V ⊆ X\F è, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.3.2,
X\F áóäåò îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a. Èç ïðîèçâîëüíîñòè òî÷êè a ñëåäóåò
(ñì. óòâåðæäåíèå 2.3.4), ÷òî X\F ∈ τ , è çíà÷èò, F ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
ìíîæåñòâîì.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

3.16. Òåîðåìà. Åñëè (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è
A ⊆ X, òî [A](X,τ) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì (ò.å. çàìûêà-
íèå ëþáîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî X\ [A](X,τ) ∈ τ . Â ñàìîì äåëå, åñëè
b ∈ X\ [A](X,τ) , òî b íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ê ìíîæåñòâó
A, è çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü Ub òî÷êè b, ÷òî Ub

⋂
A = ∅ è

ñóùåñòâóåò òàêîå Vb ∈ τ , ÷òî b ∈ Vb ⊆ Ub. Òîãäà Vb ∩ A = ∅.
Ïîêàæåì, ÷òî Vb ∩ [A](X,τ) = ∅.
Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî Vb ∩ [A](X,τ) 6= ∅. Òîãäà ñóùåñòâóåò

òàêîé ýëåìåíò c ∈ Vb ∩ [A](X,τ), è çíà÷èò, c ∈ [A](X,τ), ò.å. c ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ê ìíîæåñòâó A. Òàê êàê Vb ∈ τ , òî Vb ÿâëÿåòñÿ
îêðåñòíîñòüþ òî÷êè c, è çíà÷èò, Vb ∩ A 6= ∅. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ
ðàíåå äîêàçàííûì ÷òî Vb ∩ A = ∅.

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà b ∈ X\ [A](X,τ) ,
ñóùåñòâóåò òàêîå Vb ∈ τ , ÷òî Vb ∩ [A](X,τ) = ∅, ò.å. Vb ⊆ X\[A](X,τ). Òîãäà

X\ [A](X,τ) =
⋃

b∈X\[A](X,τ)

{b} ⊆
⋃

b∈X\[A](X,τ)

Vb ⊆ X\[A](X,τ),
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è çíà÷èò, X\ [A] =
⋃

b∈X\[A](X,τ)

Vb. Òîãäà, ñîãëàñíî òðåòüåé àêñèîìå îïðå-

äåëåíèÿ 1.1, X\ [A](X,τ) =
⋃

b∈X\[A](X,τ)

Vb ∈ τ , è çíà÷èò, [A](X,τ) ÿâëÿåòñÿ

çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

3.17. Ñëåäñòâèå. Åñëè (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è
A ⊆ X, òî

[
[A](X,τ)

]
(X,τ)

= [A](X,τ).

Â ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî òåîðåìå 3.16, [A](X,τ) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
ìíîæåñòâîì â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ) è, ñîãëàñíî òåîðåìå
3.15,

[
[A](X,τ)

]
(X,τ)

= [A](X,τ).

3.18.Òåîðåìà. Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è
A ⊆ X. Åñëè ΦA � ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ
F ⊆ X, ÷òî A ⊆ F , òî [A](X,τ) =

⋂
F∈ΦA

F.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê [A](X,τ) � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî (ñì. òåîðåìó
3.16.) è A ⊆ [A](X,τ), òî [A](X,τ) ∈ ΦA. Òîãäà [A](X,τ) ⊇

⋂
F∈ΦA

F .

Êðîìå òîãî, âñÿêîå ìíîæåñòâî F ∈ ΦA ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñ-
òâîì è A ⊆ F . Òîãäà

⋂
F∈ΦA

F , êàê ïåðåñå÷åíèå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, ÿâëÿ-

åòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì (ñì. óòâåðæäåíèå 3.6.2) è A ⊆ ⋂
F∈ΦA

F , à

ïîòîìó [A](X,τ) ⊆
[

⋂
F∈ΦA

F

]

(X,τ)

=
⋂

F∈ΦA

F ⊆ [A](X,τ), è çíà÷èò,

[A](X,τ) =
⋂

F∈ΦA

F .

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

3.19. Òåîðåìà. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî,
X̂ � ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X è ψ : X̂ → X̂ òàêîå
îòîáðàæåíèå (îïðåäåëåíèå îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâ ñì äàëüøå 5.1.1),
÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. ψ(∅) = ∅ è A ⊆ ψ(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ X̂;

2. Åñëè A,B ∈ ↼

X, òî ψ(A ∪B) = ψ(A) ∪ ψ(B);

3. ψ(A) = ψ(ψ(A)) äëÿ ëþáîãî A ∈ X̂.
Òîãäà íà ìíîæåñòâå X ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ òîïî-

ëîãèÿ τ òàêàÿ, ÷òî [A](X,τ) = ψ(A) äëÿ ëþáîãî A ∈ X̂.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü Φ = {A ⊆ X|ψ(A) = A}
è ïðîâåðèì, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 3.8.

Òàê êàê ψ(∅) = ∅, òî ∅ ∈ Φ. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî óñëîâèþ 1,
X ⊆ ψ(X) ⊆ X, è çíà÷èò, X = ψ(X), ò.å. X ∈ Φ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâîå
óñëîâèå òåîðåìû 3.8 âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü A,B ∈ Φ. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå 2, ïîëó÷àåì, ÷òî
ψ(A∪B) = ψ(A)∪ψ(B) = A∪B, è çíà÷èò, A∪B ∈ Φ, ò.å. âòîðîå óñëîâèå
òåîðåìû 3.8 âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü òåïåðü S = {Aγ|γ ∈ Γ} � ïðîèçâîëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîäìíî-
æåñòâ èç ñîâîêóïíîñòè Φ è
A =

⋂
γ∈Γ

Aγ. Òîãäà ψ(A) ⊆ ψ(A) ∪ ψ(Aγ) = ψ(A ∪ Aγ) = ψ(Aγ) = Aγ äëÿ

ëþáîãî γ ∈ Γ, è çíà÷èò, ψ(A) ⊆ ⋂
γ∈Γ

Aγ = A. Òàê êàê, ñîãëàñíî óñëîâèþ

1, A ⊆ ψ(A), òî A = ψ(A), è çíà÷èò, A ∈ Φ.
Ýòèì äîêàçàíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü Φ óäîâëåòâîðÿåò è òðåòüåìó óñëîâèþ

òåîðåìû 3.8, è çíà÷èò, íà ìíîæåñòâå X ñóùåñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííàÿ
òîïîëîãèÿ τ òàêàÿ, ÷òî ñîâîêóïíîñòü Φ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ).

Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî [A](X,τ) = ψ(A) äëÿ ëþáîãî A ⊆ X.
Â ñàìîì äåëå, òàê êàê, ñîãëàñíî óñëîâèþ 3, ψ(ψ(A)) = ψ(A), òî

ψ(A) ∈ Φ, è çíà÷èò, ψ(A) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â òîïîëîãè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ) è, ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî óñëîâèþ 1, A ⊆ ψ(A),
òî ïî òåîðåìå 3.18, [A](X,τ) ⊆ ψ(A).

Êðîìå òîãî, òàê êàê [A](X,τ) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â (X, τ),
òî [A](X,τ) ∈ Φ, è çíà÷èò, ψ([A](x,τ)) = [A](x,τ). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ
3.14.1, A ⊆ [A](X,τ) è òàê êàê, ñîãëàñíî óñëîâèþ 2,
ψ(A) ∪ ψ([A](X,τ)) = ψ(A ∪ [A](X,τ)) = ψ([A](X,τ)), òî
ψ(A) ⊆ ψ([A](x,τ)) = [A](X,τ). Òîãäà [A](X,τ) = ψ(A).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü ïðîâåðèòü åäèí-
ñòâåííîñòü òîïîëîãèè τ .

Ïóñòü τ ′ � òàêàÿ òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå X, ÷òî [A](X,τ ′) = ψ(A)
äëÿ ëþáîãî A ⊆ X è Φ' � ñîâîêóïíîñòü âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â
òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ ′).

Åñëè F ∈ Φ', òî F = [F ](X,τ ′) = ψ(F ) = F , è çíà÷èò, F ∈ Φ ò.å. Φ' ⊆ Φ.
Ïóñòü òåïåðü F ∈ Φ. Òîãäà F = ψ(F ) = [F ](X,τ ′), è ñîãëàñíî òåîðåìå

3.15, F ∈ Φ'. Èç ïðîèçâîëüíîñòè F ñëåäóåò, ÷òî Φ ⊆ Φ', è çíà÷èò,
Φ = Φ'.

Òàê êàê, ñîãëàñíî òåîðåìå 3.18, òîïîëîãèÿ τ îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì ñîâîêóïíîñòüþ âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, òî τ = τ ′.
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3.20. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
Ïîäìíîæåñòâî A ⊆ X íàçûâàåòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â
òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ), åñëè A ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è
îòêðûòûì è çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

3.21. Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî:
3.21.1. Åñëè (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî â íå̈ì ∅ è X

ÿâëÿþòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè;
3.21.2. Â àíòèäèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ) ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ

îòêðûòî-çàìêíóòûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A = ∅, ëèáî A = X;
3.21.3. Â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ) ëþáîå ïîäìíîæåñòâî

A ⊆ X ÿâëÿåòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòûì;
3.21.4. Åñëè X = {a, b} è τ = {∅, X, {a}}, òî ñîâîêóïíîñòü {X, ∅}

áóäåò ìíîæåñòâîì âñåõ îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ;
3.21.5. Åñëè X = {a, b, c} è τ = {∅, X, {a} , {b} , {a, b}}, òî ñîâîêóï-

íîñòü {X, ∅} áóäåò ìíîæåñòâîì âñåõ îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

3.22. Óïðàæíåíèå. Äëÿ X = {a, b, c} è êàæäîé èç òîïîëîãèé,
óêàçàííîé â óïðàæíåíèè 1.9, óêàçàòü ìíîæåñòâî âñåõ îòêðûòî-çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ.

3.23. Òåîðåìà. Åñëè {(aγ, bγ)|γ ∈ Γ} � íåêîòîðàÿ ñîâîêóïíîñòü
èíòåðâàëîâ âî ìíîæåñòâå R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, êàæäûé èç
êîòîðûõ ñîäåðæèò ÷èñëî d ( ò.å.

⋂
γ∈Γ

(aγ, bγ) 6= ∅), òî S =
⋃

γ∈Γ

(aγ, bγ)

ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì (âîçìîæíî áåñêîíå÷íûì èíòåðâàëîì).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a = inf{aγ|γ ∈ Γ} è b = sup{bγ|γ ∈ Γ} (çäåñü
ìîæåò áûòü a = −∞ èëè b = ∞). Ïîêàæåì, ÷òî S = (a, b).

Ïóñòü c ∈ (a, b). Òîãäà a < c < b. Åñëè c ≤ d, òî ñóùåñòâóåò òàêîå γ0,
÷òî aγ0 < c. Òîãäà aγ0 < c ≤ d < bγ0 , è çíà÷èò, c ∈ (aγ0 , bγ0) ⊆

⋃
γ∈Γ

(aγ, bγ).

Àíàëîãè÷íî, åñëè c ≥ d, òî ñóùåñòâóåò òàêîå γ1, ÷òî c < bγ1 . Òîãäà
aγ1 < d ≤ c < bγ1 , è çíà÷èò c ∈ (aγ1 , bγ1) ⊆

⋃
γ∈Γ

(aγ, bγ). Èç ïðîèçâîëüíîñòè

÷èñëà c ñëåäóåò, ÷òî
⋃

γ∈Γ

(aγ, bγ) ⊇ (a, b).

Ïóñòü òåïåðü c ∈ ⋃
γ∈Γ

(aγ, bγ). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé ýëåìåíò γ0,∈ Γ,

÷òî c ∈ (aγ0 , bγ0), è çíà÷èò, a ≤ aγ0 < c < bγ0 ≤ b, ò.å. c ∈ (a, b).
Ñëåäîâàòåëüíî,

⋃
γ∈Γ

(aγ, bγ) ⊆ (a, b), è çíà÷èò
⋃

γ∈Γ

(aγ, bγ) = (a, b).
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Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

3.24. Òåîðåìà. Åñëè (R, τèíò)- òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî äåéñò-
âèòåëüíûõ ÷èñåë ñ èíòåðâàëüíîé òîïîëîãèåé è A � îòêðûòî-çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî â íåì, òî A = ∅ èëè A = R.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî â ïðîñòðàíñòâå
(R, τèíò) èìååòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòîå ìíîæåñòâî A, îòëè÷íîå îò ïóñòîãî
ìíîæåñòâà è îò âñåãî R.

Âûáåðåì íåêîòîðûé ýëåìåíò d ∈ A è ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü
∆ = {(aγ, bγ)|γ ∈ Γ} âñåõ òàêèõ èíòåðâàëîâ (aγ, bγ), êîòîðûå ñîäåðæàò
ýëåìåíò d è ñîäåðæàòñÿ âî ìíîæåñòâå A.

Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 3.23, îáúåäèíåíèå âñåõ ýòèõ èíòåðâàëîâ
ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì (a, b), ãäå a = inf{aγ|γ ∈ Γ} è b = sup{bγ|γ ∈ Γ}
(çäåñü ìîæåò áûòü a = −∞ èëè b = ∞). Òàê êàê A 6= R, òî ëèáî a 6= −∞,
ëèáî b 6= ∞.

Åñëè a 6= −∞, òî, ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 3.11.6, ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ê èíòåðâàëó (a, b), è ïîñêîëüêó
(a, b) =

⋃
γ∈Γ

(aγ, bγ) ⊆ A, òî a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ è ê

ìíîæåñòâó A.
Òàê êàê A ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (R, τèíò),

òî a ∈ A. Òîãäà, èç îòêðûòîñòè ìíîæåñòâà A ñëåäóåò, ÷òî (a−ε, a+ε) ⊆ A
äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0.

Òàê êàê a = inf{aγ|γ ∈ Γ}, òî a− ε < a ≤ aγ0 < a + ε äëÿ íåêîòîðîãî
γ0 ∈ Γ. Òîãäà (a − ε, a + ε) ∩ (aγ0 , bγ0) 6= ∅, è çíà÷èò (ñì. òåîðåìó 3.23),
(a − ε, a + ε) ∪ (aγ0 , bγ0) ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì, ñîäåðæàùèì òî÷êó d è
ñîäåðæàùèìñÿ â A. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì ÷èñëà a.
Çíà÷èò a = −∞.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî b = ∞.
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî, ëèáî a 6= −∞, ëèáî b 6= ∞.
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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4. ÏÎÄÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ.

4.1. Òåîðåìà. Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è
A ⊆ X. Åñëè τ |A = {A ∩ U |U ∈ τ }, òî (A, τ |A ) � òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ñîâîêóïíîñòè τ |A ïðîâåðèì âûïîëíèìîñòü
òðå̈õ àêñèîì îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (ñì. îïðåäåëåíèå
1.1)

Òàê êàê ∅ = ∅ ∩ A è A = X ∩ A, òî ∅ ∈ τ |A è A ∈ τ |A , ò.å. τ |A
óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå îïðåäåëåíèÿ 1.1.

Åñëè B,C ∈ τ |A , òî ñóùåñòâóþò òàêèå B̂ ∈ τ è Ĉ ∈ τ, ÷òî B = A∩ B̂

è C = Ĉ ∩ A. Òîãäà B̂ ∩ _

C ∈ τ , è çíà÷èò,
B∩C =

(
B̂ ∩ A

)
∩

(
Ĉ ∩ A

)
=

(
B̂ ∩ Ĉ

)
∩A ∈ τ |A, ò.å. τ |A óäîâëåòâîðÿåò

âòîðîé àêñèîìå îïðåäåëåíèÿ 1.1.
Åñëè òåïåðü {Bγ |γ ∈ Γ} ⊆ τ |A , òî äëÿ êàæäîãî γ ∈ Γ ñóùåñòâóåò

òàêîå B̂γ ∈ τ , ÷òî Bγ =
_

Bγ ∩ A. Òîãäà
⋃

γ∈Γ

Bγ =
⋃

γ∈Γ

(A ∩ B̂γ) = A ∩
(

⋃
γ∈Γ

B̂γ

)
, è òàê êàê

⋃
γ∈Γ

B̂γ ∈ τ , òî
⋃

γ∈Γ

Bγ = A ∩ (
⋃

γ∈Γ

B̂γ) ∈ τ |A .

Çíà÷èò, (A, τ |A ) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

4.2. Îïðåäåëåíèå. Åñëè (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è
A ⊆ X, òî (A, τ |A ) íàçûâàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì òîïîëîãè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà (X, τ).

4.3. Óïðàæíåíèÿ. Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è
A ⊆ X. Äîêàçàòü, ÷òî:

4.3.1. Åñëè (X, τ) � äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî, òî è (A, τ |A ) ÿâëÿåòñÿ
äèñêðåòíûì ïðîñòðàíñòâîì;

4.3.2. Åñëè (X, τ) � àíòèäèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî, òî (A, τ |A ) áóäåò
àíòèäèñêðåòíûì ïðîñòðàíñòâîì;

4.3.3. Åñëè (R, τèíò) � ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ èíòåð-
âàëüíîé òîïîëîãèåé è Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, òî (Z, τèíò |Z ) � äèñê-
ðåòíîå ïðîñòðàíñòâî.
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4.4. Òåîðåìà. Ïóñòü (X, τ)- òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è
A ⊆ X. Ïîäìíîæåñòâî F ⊆ A áóäåò çàìêíóòûì â (A, τ |A )
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå çàìêíóòîå â (X, τ)
ïîäìíîæåñòâî B, ÷òî F = A ∩B.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïîäìíîæåñòâî F ⊆ A ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì â

(A, τ |A ). Òîãäà A\F ∈ τ |A , è çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêîå V ∈ τ , ÷òî
A\F = A∩V . Òîãäà B = X\V ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â (X, τ),
ïðè÷åì

A ∩B = A ∩ (X\V ) = (A ∩X) \ (A ∩ V ) = A\ (A ∩ V ) = A\ (A\F ) = F,

ò.å. F = A ∩B.
Ýòèì íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü F = A ∩ B, ãäå B çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â

ïðîñòðàíñòâå (X, τ). Òîãäà X\B = U ∈ τ , è çíà÷èò,
(X\B)∩A ∈ τ |A . Òàê êàê (X\B)∩A = (X ∩ A) \ (B ∩ A) = A\F , òî
F ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (A, τ |A ).

4.5. Òåîðåìà. Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, è
A ⊆ X. Åñëè a ∈ A , òî ïîäìíîæåñòâî U ⊆ A ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ
òî÷êè a â ïîäïðîñòðàíñòâå (A, τ |A ) òîãäà è òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
òàêàÿ îêðåñòíîñòü V̂ òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ) , ÷òî U = A∩V̂ .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè U ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a â (A, τ |A ), òî

ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî W ∈ τ |A , ÷òî a ∈ W ⊆ U . Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîå ìíîæåñòâî V ∈ τ , ÷òî W = V ∩ A. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
V̂ = V ∪ U . Òîãäà, a ∈ V ⊆ V̂ , è çíà÷èò, V̂ ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè
a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ), ïðè÷åì
A ∩ V̂ = A ∩ (V ∪ U) = (A ∩ V ) ∪ (A ∩ U) = W ∪ U = U .

Ýòèì íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü U = A ∩ V̂ , ãäå V̂ � îêðåñòíîñòü òî÷êè a â

ïðîñòðàíñòâå (X, τ). Òîãäà, ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî W ∈ τ , ÷òî
a ∈ W ⊆ V̂ . Òàê êàê a ∈ A, òî a ∈ W ∩ A ⊆ V̂ ∩ A = U . Ïîñêîëüêó
W ∩ A ∈ τ |A , òî U ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a â (A, τ |A ).

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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4.6. Òåîðåìà. Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è
A ⊆ X. Åñëè B ⊆ A, òî [B](A,τ |A ) = A ∩ [B](X,τ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b ∈ [B](A,τ |A ). Òîãäà b ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ïðèêîñíîâåíèÿ ê ìíîæåñòâó B â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (A, τ |A ).
Åñëè U � îêðåñòíîñòü òî÷êè b â (X, τ), òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 4.5, U ∩ A
ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè b â (A, τ |A ) è, çíà÷èò, (U ∩ A) ∩ B 6= ∅.
Òîãäà U ∩B ⊇ (U ∩ A) ∩B, è çíà÷èò, U ∩B 6= ∅.

Èç ïðîèçâîëüíîñòè îêðåñòíîñòè U ñëåäóåò, ÷òî b ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ïðèêîñíîâåíèÿ ê ìíîæåñòâó B â ïðîñòðàíñòâå (X, τ) , ò.å. b ∈ [B](X,τ).
Òàê êàê b ∈ [B](A,τ |A ) ⊆ A, òî b ∈ A∩[B](X,τ). Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà
b ñëåäóåò, ÷òî [B](A,τ |A ) ⊆ A ∩ [B](X,τ) .

Ïóñòü òåïåðü b ∈ A ∩ [B](X,τ). Òîãäà b ∈ A. Ïðîâåðèì, ÷òî b ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ê ìíîæåñòâó B â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå
(A, τ |A ). Åñëè U � îêðåñòíîñòü òî÷êè b â (A, τ |A ), òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ
îêðåñòíîñòü V òî÷êè b â (X, τ) , ÷òî U = A∩V ( ñì. òåîðåìó 4.5). Òàê êàê
b � òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ ê B â (X, τ) , òî V ∩B 6= ∅. Íî B ⊆ A, çíà÷èò,

∅ 6= V ∩B = (B ∩ A) ∩ V = B ∩ (A ∩ V ) = B ∩ U,

ò.å. U∩B 6= ∅. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè b â ïðîñòðàíñòâå
(A, τ |A ) èìååò ñ ìíîæåñòâîì B íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, ò.å. b � òî÷êà
ïðèêîñíîâåíèÿ ê ìíîæåñòâó B â ïðîñòðàíñòâå (A, τ |A ), è çíà÷èò,
b ∈ [B](A,τ |A ). Èç ïðîèçâîëüíîñòè òî÷êè b ñëåäóåò, ÷òî
[B](A,τ |A ) ⊇ A ∩ [B](X,τ), è çíà÷èò, [B](A,τ |A ) = A ∩ [B](X,τ) .

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

4.7. Òåîðåìà. Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, è
A � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â (X, τ). Åñëè a ∈ A, è U ÿâëÿåòñÿ
îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a â (A, τ |A ) , òî U- îêðåñòíîñòü òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå
(X, τ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê U ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a â
(A, τ |A ), òî ïî òåîðåìå 4.5, ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü V òî÷êè a â
(X, τ) , ÷òî U = A∩ V . Òàê êàê a ∈ A è A ∈ τ , òî A � îêðåñòíîñòü òî÷êè
a â (X, τ). Òîãäà (ñì. óòâåðæäåíèå 2.3.3) V ∩ A � îêðåñòíîñòü òî÷êè a â
ïðîñòðàíñòâå (X, τ), è çíà÷èò, U � îêðåñòíîñòü òî÷êè a â (X, τ) .

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

4.8. Òåîðåìà. Åñëè (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è
A � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â (X, τ) , òî âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäå-
íèÿ:
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4.8.1. Åñëè F - çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (A, τ |A ),
òî F ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (X, τ);

4.8.2. Äëÿ ëþáîãî B ⊆ A âåðíî, ÷òî [B](A,τ |A ) = [B](X,τ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè F � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå
(A, τ |A ), òî, ïî òåîðåìå 4.4,. â ïðîñòðàíñòâå (X, τ) ñóùåñòâóåò òàêîå
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî B, ÷òî F = A ∩ B. Òàê êàê A � çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (X, τ), òî F = A ∩ B ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (X, τ).

Ýòèì óòâåðæäåíèå 4.8.1 äîêàçàíî.
Äîêàæåì âíà÷àëå âêëþ÷åíèå [B](A,τ |A ) ⊇ [B](X,τ).
Ïî òåîðåìå 3.16, ìíîæåñòâî [B](A,τ |A ) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì

â ïðîñòðàíñòâå (A, τ |A ), è ïî óòâåðæäåíèþ 4.8.1, [B](A,τ |A ) ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (X, τ). Òàê êàê B ⊆ [B](A,τ |A )

òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3.14.2 è òåîðåìå 3.15,

[B](X,τ) ⊆
[
[B](A,τ |A )

]
(X,τ)

= [B](A,τ |A ) ,

ò.å. [B](A,τ |A) ⊇ [B](X,τ) .

Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Òàê êàê, ñîãëàñíî òåîðåìå 3.16, [B](X,τ)

ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (X, τ), òî A ∩ [B](X,τ)

áóäåò çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (A, τ |A ). Òîãäà ïî òåîðåìå
4.6, [B](A,τ |A ) = A ∩ [B](X,τ) ⊆ [B](X,τ) . Çíà÷èò [B](A,τ |A ) = [B](X,τ) .

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.



33

5. ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈß

ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ.

5.1. Îïðåäåëåíèÿ.
5.1.1. Åñëè X,Y � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà è f � íåêîòîðîå

ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ X ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå
åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y ∈ Y (áóäåì ïèñàòü y = f(x)), òî f íàçûâàåòñÿ
îòîáðàæåíèåì ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y è îáîçíà÷àåòñÿ f : X → Y .

Åñëè X è Y � ýòî ìíîæåñòâà R äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, òî ïîíÿòèå
îòîáðàæåíèÿ ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì ôóíêöèè.

5.1.2. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ ñþðüåêòèâíûì îòîáðà-
æåíèåì (èëè äðóãèìè ñëîâàìè � ñþðúåêöèåé, èëè îòîáðàæåíèåì íà),
åñëè ëþáîé ýëåìåíò y ∈ Y ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì íåêîòîðîãî ýëåìåíòà x ∈ X.

5.1.3. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íàçûâàåòñÿ èíüåêòèâíûì îòîáðàæå-
íèåì (èëè äðóãèìè ñëîâàìè � èíüåêöèåé ), åñëè èç òîãî, ÷òî x1 6= x2

ñëåäóåò, ÷òî f (x1) 6= f (x2), ò.å. ðàçëè÷íûì ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà X
ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Y .

5.1.4. Áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå, êîòîðîå
ÿâëÿåòñÿ èíüåêòèâíûì è ñþðüåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì (ò.å. ÿâëÿåòñÿ
âçàèìíîîäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì íà).

5.2. Ïðèìåðû:
1) Ïóñòü X � ìíîæåñòâî ñòóëüåâ, à Y � ìíîæåñòâî ñòóäåíòîâ â

äàííîé àóäèòîðèè. Åñëè f � ïðàâèëî, êîòîðîå êàæäîìó ñòóëó ñòàâèò
â ñîîòâåòñòâèå ñòóäåíòà, êîòîðûé ñèäèò íà ýòîì ñòóëå, òî f íå áóäåò
îòîáðàæåíèåì, òàê êàê åñòü ñòóëüÿ, íà êîòîðûõ íèêòî íå ñèäèò.

Íî åñëè áû âñå ñòóëüÿ áûëè çàíÿòû ñòóäåíòàìè, òî f áûëî áû
îòîáðàæåíèåì è äàæå áèåêöèåé.

2) Ïóñòü X � ìíîæåñòâî ñòîëîâ, à Y � ìíîæåñòâî ñòóëüåâ â äàííîé
àóäèòîðèè. Åñëè f � ïðàâèëî, êîòîðîå êàæäîìó ñòîëó ñòàâèò â ñîîòâåòñò-
âèå ñòóëüÿ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ âîçëå äàííîãî ñòîëà, òî f íå áóäåò
îòîáðàæåíèåì, òàê êàê îêîëî ñòîëà èìååòñÿ áîëüøå, ÷åì îäèí ñòóë.

5.3. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X, Y � ëþáûå ìíîæåñòâà è f : X → Y ,
òîãäà:
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5.3.1. Åñëè A ⊆ X, òî ìíîæåñòâî {f(x) |x ∈ A} íàçûâàåòñÿ îáðàçîì
ìíîæåñòâà A ïðè îòîáðàæåíèè f è îáîçíà÷àåòñÿ f(A).

5.3.2. Åñëè B ⊆ Y , òî ìíîæåñòâî {x ∈ X |f (x) ∈ B } íàçûâàåòñÿ
ïðîîáðàçîì ìíîæåñòâà B ïðè îòîáðàæåíèè f è îáîçíà÷àåòñÿ f−1(B).

Âûðàæåíèå f−1(B) íóæíî ðàññìàòðèâàòü êàê åäèííîå öåëîå âûðàæå-
íèå è ýòî, â îëè÷èå îò 5.4, íå îçíà÷àåò, ÷òî èìååòñÿ îòîáðàæåíèå f−1.

5.4. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X,Y � ëþáûå ìíîæåñòâà, ϕ : Y → X è
f : X → Y .

Êàæäîå èç îòîáðàæåíèé f è ϕ íàçûâàþòñÿ îáðàòíûìè ê äðóãîìó èç
ýòèõ îòîáðàæåíèé, åñëè f(ϕ(y)) = y è ϕ(f(x)) = x äëÿ ëþáûõ x ∈ X è
y ∈ Y .

Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ïèñàòü ϕ = f−1 è f = ϕ−1.

5.5. Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè X, Y � ëþáûå ìíîæåñòâà è
f : X → Y , òî äëÿ îòîáðàæåíèÿ f ñóùåñòâóåò îáðàòíîå îòîáðàæåíèå
ϕ : Y → X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì
îòîáðàæåíèåì.

5.6. Îáîçíà÷åíèå. Ïóñòü X, Y � ëþáûå ìíîæåñòâà. Åñëè f : X → Y
è A ⊆ X, òî f : A → Y ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì è åãî áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç f |A .

5.7. Óïðàæíåíèÿ. Ïóñòü {Aγ|γ ∈ Γ} è {Bγ|γ ∈ Γ} � ëþáûå ñîâî-
êóïíîñòè ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâ X è Y , ñîîòâåòñòâåííî, è f : X → Y .
Äîêàçàòü âåðíîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

5.7.1. Aγ ⊆ f−1(f(Aγ)) è Aγ = f−1(f(Aγ)), åñëè f ÿâëÿåòñÿ
èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì;

5.7.2. Bγ ⊇ f(f−1(Bγ)) è Bγ = f(f−1(Bγ)), åñëè f ÿâëÿåòñÿ
ñþðúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì;

5.7.3. f(
⋂

γ∈Γ

Aγ) ⊆
⋂

γ∈Γ

f(Aγ) è f(
⋂

γ∈Γ

Aγ) =
⋂

γ∈Γ

f(Aγ), åñëè f ÿâëÿåòñÿ

èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì;
5.7.4. f−1(

⋂
γ∈Γ

Bγ) =
⋂

γ∈Γ

f−1(Bγ);

5.7.5. f(Aγ1\Aγ2) ⊇ f(Aγ1)\f(Aγ2) è f(Aγ1\Aγ2) = f(Aγ1)\f(Aγ2), åñëè
f ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì;

5.7.6. f(X\Aγ) ⊇ f(X)\f(Aγ) è f(X\Aγ) = Y \f(Aγ), åñëè f
ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì;
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5.7.7. f−1(Bγ1\Bγ2) = f−1(Bγ1)\f−1(Bγ2), â ÷àñòíîñòè,
f−1(Y \Bγ) = X\f−1(Bγ);

5.7.8. f(
⋃

γ∈Γ

Aγ) =
⋃

γ∈Γ

f(Aγ);

5.7.9. f−1(
⋃

γ∈Γ

Bγ) =
⋃

γ∈Γ

f−1(Bγ);

5.7.10. Ïðèâåñòè ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ÿâëÿþòñÿ ñóùåñò-
âåííûìè:

� Òðåáîâàíèå èíúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f â 5.7.1, â 5.7.3, â 5.7.5;
� Òðåáîâàíèå ñþðúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f â 5.7.2;
� Òðåáîâàíèå áèåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f â 5.7.6.

5.8. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (X, τ1) è (Y, τ2) � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàí-
ñòâà, a ∈ X è f : X → Y . Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì â
òî÷êå a ∈ X, åñëè äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè f(a) â ïðîñòðàíñòâå
(Y, τ2) ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü V òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ1),
÷òî f(V ) ⊆ U .

5.9. Çàìå÷àíèå. Åñëè âìåñòî òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (X, τ1) è
(Y, τ2) âçÿòü ïðîñòðàíñòâî (R, τèíò) äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ èíòåðâàëüíîé
òîïîëîãèåé è f : R→ R, òî f ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé è ïîíÿòèå íåïðåðûâíîãî
îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå ñîâïàäàåò ñ ïîíÿòèåì íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè â
òî÷êå.

5.10. Îïðåäåëåíèå. Åñëè (X, τ1) è (Y, τ2) � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàí-
ñòâà, è f : X → Y , òî îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì
îòîáðàæåíèåì òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, τ1) â òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî (Y, τ2), åñëè f ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì â
ëþáîé òî÷êå x ∈ X.

5.11. Óïðàæíåíèÿ:
5.11.1. Ïóñòü X,Y � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà è f : X → Y . Åñëè

τ1 � äèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå X, à τ2 � ëþáàÿ òîïîëîãèÿ
íà ìíîæåñòâå Y , òî f : (X, τ1) → (Y, τ2) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì
îòîáðàæåíèåì.

5.11.2. Ïóñòü X è Y � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà è f : X → Y . Åñëè
τ1 � ëþáàÿ òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå X, à τ2 � àíòèäèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ
íà ìíîæåñòâå Y , òî f : (X, τ1) → (Y, τ2) � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.

5.11.3. Ïóñòü (R, τèíò) � ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ
èíòåðâàëüíîé òîïîëîãèåé, è f(x) = x2. Òîãäà f : (R, τèíò) → (R, τèíò )
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì.
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5.12. Òåîðåìà (Êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå).
Ïóñòü (X, τ1) è (Y, τ2) - òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà. Åñëè a ∈ X
è f : X → Y , òî îòîáðàæåíèå f : (X, τ1) → (Y, τ2) ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíûì â òî÷êå a ∈ X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f−1(U)
ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ1) äëÿ ëþáîé
îêðåñòíîñòè U òî÷êè f(a) â ïðîñòðàíñòâå (Y, τ2) .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f : (X, τ1) → (Y, τ2) � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

â òî÷êå a ∈ X è U � îêðåñòíîñòü òî÷êè f(a) â (Y, τ2). Òîãäà, ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ 5.8, ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü V òî÷êè a â (X, τ1), ÷òî
f(V ) ⊆ U , è çíà÷èò, V ⊆ f−1(f(V ) ⊆ f−1(U). Ïî óòâåðæäåíèþ 2.3.2,
f−1(U) ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ1).

Ýòèì íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f : X → Y � òàêîå îòîáðàæåíèå, ÷òî f−1(U)

ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ1) äëÿ ëþáîé îêðåñò-
íîñòè U òî÷êè f(a) â ïðîñòðàíñòâå (Y, τ2).

Òîãäà, åñëè U � ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè òî÷êè f(a) â
ïðîñòðàíñòâå (Y, τ2), òî V = f−1(U) ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a
â (X, τ1), ïðè÷åì f(V ) = f(f−1(U)) ⊆ U , ò.å. îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíûì â òî÷êå a.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

5.13. Òåîðåìà (Êðèòåðèé íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ). Åñëè (X, τ1)
è (Y, τ2) � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, è f : X → Y � ïðîèçâîëüíîå
îòîáðàæåíèå, òî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) f : (X, τ1) → (Y, τ2) � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå;
2) Åñëè U ∈ τ2, òî f−1(U) ∈ τ1 (ò.å. ïðîîáðàç ëþáîãî îòêðûòîãî

ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì);
3) Åñëè F � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (Y, τ2), òî

f−1(F ) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (X, τ1),
ò.å. ïðîîáðàç ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
ïîäìíîæåñòâîì;

4) f
(
[M ](X,τ1)

)
⊆ [f (M)](Y,τ2) äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà M ⊆ X.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî ñõåìå 1 ⇒ 2 ⇒ 3 ⇒ 4 ⇒ 1.
Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : (X, τ1) → (Y, τ2) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è

U ∈ τ2. Åñëè f−1(U) = ∅, òî f−1(U) = ∅ ∈ τ1. Åñëè æå f−1(U) 6= ∅ è



37

a ∈ f−1(U), òî f(a) ∈ f (f−1(U)) ⊆ U . Òàê êàê U ∈ τ2, òî U � îêðåñòíîñòü
òî÷êè f(a) â (Y, τ2).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.12, f−1(U) � îêðåñòíîñòü òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå
(X, τ1), è çíà÷èò, f−1(U) ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ëþáîé ñâîåé òî÷êè.
Òîãäà, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.3.4, f−1(U) ∈ τ1.

Ýòèì äîêàçàíî, ÷òî 1⇒2.
Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : X → Y óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2 è

F - çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (Y, τ2). Òîãäà U = Y \F ∈ τ2 è
ñîãëàñíî óñëîâèþ 2, f−1 (Y \F ) ∈ τ1. Òàê êàê, ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 5.7.7,
f−1 (Y \F ) = f−1 (Y ) \f−1 (F ) = X\f−1 (F ), òî X\f−1(F ) ∈ τ1, è çíà÷èò,
f−1 (F ) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (X, τ1).

Ýòèì äîêàçàíî, ÷òî 2⇒3.
Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : X → Y óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 3 è

M ⊆ X. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 3.16, F = [f (M)](Y,τ2) ÿâëÿåòñÿ çàìêíó-
òûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (Y, τ2) , è ïî óñëîâèþ 3, f−1(F ) � çàìê-
íóòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (X, τ1).

Òàê êàê f (M) ⊆ [f (M)](Y,τ2) = F , òî M ⊆ f−1(F ). Ïîñêîëüêó f−1(F )
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (X, τ1), òî ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ 3.14.2 è òåîðåìå 3.15, [M ](X,τ1) ⊆ [f−1(F )](X,τ1) = f−1(F ),
è çíà÷èò, f

(
[M ](X,τ1)

)
⊆ f (f−1(F )) ⊆ F = [f (M)](Y,τ2).

Ýòèì äîêàçàíî, ÷òî 3⇒4.
Ïóñòü òåïåðü îòîáðàæåíèå f : X → Y óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 4.

Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå f : (X, τ1) → (Y, τ2) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì
îòîáðàæåíèåì.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî îòîáðàæåíèÿ f : (X, τ1) → (Y, τ2) íå
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì â íåêîòîðîé òî÷êå a ∈ X. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ
îêðåñòíîñòü U òî÷êè f(a) â ïðîñòðàíñòâå (Y, τ2) , ÷òî f(V ) 6⊂ U äëÿ ëþáîé
îêðåñòíîñòè V òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ1), è çíà÷èò, f(V )\U 6= ∅.
Âûáåðåì íåêîòîðûé ýëåìåíò bV ∈ V òàêîé, ÷òî f(bV ) /∈ U .

Åñëè ∆ � ìíîæåñòâî âñåõ îêðåñòíîñòåé òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ1),
òî ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M = {bV |V ∈ ∆}. Òàê êàê bV ∈ V ∩ M äëÿ
ëþáîé îêðåñòíîñòè V òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ1), òî a ∈ [M ](X,τ1).
Òîãäà f(a) ∈ f([M ](X,τ1)) ⊆ [f(M)](Y,τ2), è çíà÷èò, f(a) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ïðèêîñíîâåíèÿ ê ìíîæåñòâó f(M) â ïðîñòðàíñòâå (Y, τ2).

Òàê êàê U ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè f(a) â ïðîñòðàíñòâå (Y, τ2),
òî U ∩ f(M) 6= ∅, è çíà÷èò, f(bV ) ∈ U ∩ f(M) äëÿ íåêîòîðîãî V ∈ ∆.
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî f(bV ) /∈ U äëÿ ëþáîãî V ∈ ∆.

5.14. Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f : (X, τ1) → (Y, τ2) íàçûâàåòñÿ:
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5.14.1. Îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì, åñëè f(U) ∈ τ2 äëÿ ëþáîãî
U ∈ τ1, ò.å. îáðàç îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì;

5.14.2. Çàìêíóòûì îòîáðàæåíèåì, åñëè f(F ) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
ïîäìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (Y, τ2) äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæå-
ñòâà F â ïðîñòðàíñòâå (X, τ1), ò.å. îáðàç çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì.

5.15. Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî:
5.15.1. Åñëè (X, τ1) � ëþáîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è (Y, τ2)

ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì ïðîñòðàíñòâîì, òî ëþáîå îòîáðàæåíèå
f : (X, τ1) → (Y, τ2) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì è ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì îòîáðàæåíèåì;

5.15.2. Åñëè (X, τ1) ÿâëÿåòñÿ àíòèäèñêðåòíûì ïðîñòðàíñòâîì è
(Y, τ2) � ïðîèçâîëüíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî ëþáîå ñþðúåêòèâ-
íîå îòîáðàæåíèå f : (X, τ1) → (Y, τ2) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì
è ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì îòîáðàæåíèåì.

5.15.3. Ïóñòü f : X → Y � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå è
f−1 : Y → X � îáðàòíîå ê íåìó îòîáðàæåíèå (ñì. 5.5). Åñëè τ1 è
τ2 � òîïîëîãèè íà X è Y , ñîîòâåòñòâåííî, òî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

1) f : (X, τ1) → (Y, τ2) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì;
2) f−1 : (Y, τ2) → (X, τ1) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì;
3) f−1 : (Y, τ2) → (X, τ1) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì îòîáðàæåíèåì.

5.16. Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f : (X, τ1) → (Y, τ2) íàçûâàåòñÿ
ãîìåîìîðôèçìîì, åñëè f � áèåêöèÿ è f ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è îòêðûòûì
îòîáðàæåíèåì, ò.å. f � áèåêöèÿ è τ2 = {f(U) |U ∈ τ1}.

5.17. Çàìå÷àíèå. Òàê êàê èñõîäíûì ïîíÿòèåì â òîïîëîãèè ÿâëÿåòñÿ
îòêðûòîå ìíîæåñòâî è âñå îñòàëüíûå ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû ñâîäÿòñÿ
ê íåìó, à ãîìåîìîðôèçì � ýòî òàêîå áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå
ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îäíîãî ïðîñòðàíñòâà â
ìíîæåñòâî âñåõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ äðóãîãî ïðîñòðàíñòâà, òî ãîìåîìîð-
ôíûå ïðîñòðàíñòâà îáëàäàþò îäèíàêîâûìè òîïîëîãè÷åñêèìè ñâîéñò-
âàìè.

Ïîýòîìó â îáùåé òîïîëîãèè, èíîãäà, ãîìåîìîðôíûå ïðîñòðàíñòâà
îòîæäåñòâëÿþòñÿ.

5.18 . Òåîðåìà. Åñëè f : (X, τ1) → (Y, τ2)- íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
è B = f(X), òî f : (X, τ1) → (B, τ2|B) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì
îòîáðàæåíèåì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ X è U � îêðåñòíîñòü òî÷êè f(a)
â ïðîñòðàíñòâå (B, τ2|B). Òîãäà (ñì. òåîðåìó 4.5), ñóùåñòâóåò òàêàÿ
îêðåñòíîñòü W òî÷êè f(a) â ïðîñòðàíñòâå (Y, τ2), ÷òî U = W ∩B.

Òàê êàê f : (X, τ1) → (Y, τ2) � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, òî
ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü V òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ1), ÷òî
f(V ) ⊆ W . Òîãäà f(V ) ⊆ W ∩ f(X) = W ∩ B = U . Èç ïðîèçâîëüíîñòè
òî÷êè a è îêðåñòíîñòè U ñëåäóåò, ÷òî f : (X, τ1) → (B, τ2|B) ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

5.19. Òåîðåìà. Åñëè f : (X, τ1) → (Y, τ2) - íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
è A ⊆ X, òî f |A : (A, τ1|A) → (Y, τ2) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì
îòîáðàæåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∈ A è U � ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü
òî÷êè f(a) â ïðîñòðàíñòâå (Y, τ2). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü
V òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ1), ÷òî f(V ) ⊆ U . Òàê êàê W = A ∩ V
ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a â (A, τ1|A), è
f |A(W ) = f(V ∩A) ⊆ f(V ) ⊆ U , òî f |A : (A, τ1|A) → (Y, τ2) � íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå.

5.20. Òåîðåìà. Ïóñòü X, Y � ïðîèçâîëüíûå íåïóñòûå ìíîæåñòâà,
è f : X → Y. Åñëè τ2 � íåêîòîðàÿ òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå Y , òî
ñîâîêóïíîñòü τf = {f−1 (U) |U ∈ τ2} ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà ìíîæåñ-
òâå X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì, ÷òî ñîâîêóïíîñòü τf óäîâëåòâîðÿåò
àêñèîìàì îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.

Òàê êàê ∅ = f−1 (∅) ∈ τf è X = f−1 (Y ) ∈ τf , òî ñîâîêóïíîñòü τf

óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîé àêñèîìå îïðåäåëåíèÿ 1.1.
Åñëè A, B ∈ τf , òî ñóùåñòâóþò òàêèå U, V ∈ τ2, ÷òî A = f−1 (U) è

B = f−1 (V ). Òîãäà U ∩ V ∈ τ2, è çíà÷èò, A ∩ B = f−1 (U) ∩ f−1 (V ) =
f−1 (U ∩ V ) ∈ τf , ò.å. ñîâîêóïíîñòü τf óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå
îïðåäåëåíèÿ 1.1.

Ïóñòü òåïåðü S ⊆ τf . Òîãäà äëÿ êàæäîãî A ∈ S ñóùåñòâóåò UA ∈ τ2,
òàêîå ÷òî A = f−1 (UA). Òàê êàê

( ⋃
A∈S

UA

)
∈ τ2, òî

⋃
A∈S

A =
⋃

A∈S

f−1 (UA) =

f−1

( ⋃
A∈S

UA

)
∈ τf , è çíà÷èò, ñîâîêóïíîñòü τf óäîâëåòâîðÿåò è òðåòåé

àêñèîìå îïðåäåëåíèÿ 1.1.
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Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

5.21. Îïðåäåëåíèå. Óêàçàííàÿ â ïðåäûäóùåé òåîðåìå òîïîëîãèÿ τf

íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ ïðîîáðàçîì òîïîëîãèè τ2 îòíîñèòåëüíî
îòîáðàæåíèÿ f.

5.22. Òåîðåìà. Ïóñòü X è Y � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà,
è f : X → Y - ñþðüåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Åñëè τ2 - òîïîëîãèÿ íà
Y è τf = {f−1 (U) |U ∈ τ2}- ïðîîáðàç òîïîëîãèè íà X îòíîñèòåëüíî
îòîáðàæåíèÿ f , òî f : (X, τf ) → (Y, τ2) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è
îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè U ∈ τ2, òî f−1(U) ∈ τf , è çíà÷èò, ïðîîáðàç
ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Òîãäà,
ñîãëàñíî òåîðåìå 5.13, îòîáðàæåíèå f : (X, τf ) → (Y, τ2) ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíûì.

Ïóñòü òåïåðü W � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (X, τf ), ò.å.
W ∈ τf = {f−1 (U) |U ∈ τ2} . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå U0 ∈ τ2, ÷òî
W = f−1 (U0). Òàê êàê (ñì. óïðàæíåíèå 5.7.2)
f(W ) = f (f−1 (U0)) = U0 ∈ τ2, òî îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

5.23. Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî:
5.23.1. Åñëè f : X → Y è τ2 � àíòèäèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ íà

ìíîæåñòâå Y , òî τf ÿâëÿåòñÿ àíòèäèñêðåòíîé òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå
X;

5.23.2. Åñëè f : X → Y è τ2 � äèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå
Y è f : X → Y ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì, òî τf áóäåò
äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå X;

5.23.3. Åñëè f : (X, τ1) → (Y, τ2) è ϕ : (Y, τ2) → (Z, τ3) � íåï-
ðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ, òî ϕ ◦ f : (X, τ1) → (Z, τ3) áóäåò íåïðåðûâíûì
îòîáðàæåíèåì:

5.23.4. Åñëè f : (X, τ1) → (Y, τ2) è ϕ : (Y, τ2) → (Z, τ3) � îòêðûòûå
îòîáðàæåíèÿ, òî ϕ◦ f : (X, τ1) → (Z, τ3) áóäåò îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì;

5.23.5. Åñëè fi : (X, τ) → (R, τèíò) � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ
äëÿ 1 ≤ i ≤ n è f(x) = max{f1(x), . . . , fn(x)} äëÿ ëþáîãî x ∈ X, òî
îòîáðàæåíèå f : (X, τ) → (R, τèíò) áóäåò íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì.
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6. ÑÐÀÂÍÅÍÈß ÒÎÏÎËÎÃÈÉ.

6.1. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü íà íåïóñòîì ìíîæåñòâå X çàäàíû äâå
òîïîëîãèè τ1 è τ2. Ãîâîðèì, ÷òî òîïîëîãèÿ τ1 ñëàáåå òîïîëîãèè τ2 è ïèøåì
τ1 ≤ τ2, åñëè τ1 ⊆ τ2 (ò.å. âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå
(X, τ1) áóäåò îòêðûòûì è â ïðîñòðàíñòâå (X, τ2)).

6.2. Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî:
6.2.1. Åñëè X � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, τ1- ëþáàÿ

òîïîëîãèÿ íà X è τ2 � äèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ íà X, òî τ1 ≤ τ2 (ò.å.
äèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåé èç âñåõ òîïîëîãèé).

6.2.2. Åñëè X - ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, τ1 � àíòèäèñêðåòíàÿ
òîïîëîãèÿ íà X è τ2 � ïðîèçâîëüíàÿ òîïîëîãèÿ íà X, òî τ1 ≤ τ2 (ò.å.
àíòèäèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé èç âñåõ òîïîëîãèé).

6.3 Îïðåäåëåíèå. Êàê îáû÷íî, îòîáðàæåíèå f : X → X íàçûâàåòñÿ
òîæäåñòâåííûì, åñëè f(x) = x äëÿ ëþáîãî x ∈ X .

6.4. Òåîðåìà. ( Êðèòåðèé ñðàâíèìîñòè òîïîëîãèé). Ïóñòü
X � ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, f : X → X � òîæäåñòâåí-
íîå îòîáðàæåíèå. Åñëè τ1 è τ2 � òîïîëîãèè íà ìíîæåñòâåX, òî ñëåäó-
þùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1.τ1 ≤ τ2;

2.f : (X, τ2) → (X, τ1) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì;
3. Äëÿ ëþáîãî a ∈ X âñÿêàÿ îêðåñòíîñòü ýëåìåíòà a = f(a) â

ïðîñòðàíñòâå (X, τ1) ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà a â ïðîñòðàí-
ñòâå (X, τ2) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî ñõåìå 1 ⇒2⇒3⇒1.
Ïóñòü τ1 ≤ τ2 è U - îòêðûòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (X, τ1), ò.å.

U ∈ τ1. Òàê êàê f - òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, òî f−1(U) = U ∈ τ1 ⊆ τ2,
ò.å. f−1(U) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì â (X, τ2). Òîãäà, ñîãëàñíî
òåîðåìå 5.12, îòîáðàæåíèå f : (X, τ2) → (X, τ1) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.
Ýòèì äîêàçàíî òî, ÷òî 1⇒2.

Ïóñòü òåïåðüf : (X, τ2) → (X, τ1) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæå-
íèåì è a ∈ X. Åñëè U îêðåñòíîñòü ýëåìåíòà a = f(a) â ïðîñòðàíñòâå
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(X, τ1), òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.13, U = f−1(U) ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýëå-
ìåíòà a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ2). Èç ïðîèçâîëüíîñòè ìíîæåñòâà U ñëåäóåò,
÷òî 2⇒3 äîêàçàíî.

Ïóñòü òåïåðü âåðíî óòâåðæäåíèå 3 è U ∈ τ1. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ
2.3.4, U ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ëþáîé ñâîåé òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå (X, τ1).
Òîãäà ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3, U áóäåò îêðåñòíîñòüþ ëþáîé ñâîåé òî÷êè
â ïðîñòðàíñòâå (X, τ2), è çíà÷èò, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.3.4, U ∈ τ2.

Èç ïðîèçâîëüíîñòè U ñëåäóåò, ÷òî τ1 ≤ τ2.
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

6.5. Îïðåäåëåíèå. Êàê îáû÷íî, íåïóñòîå ìíîæåñòâî S íàçûâàåòñÿ
÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì, åñëè ìåæäó íåêîòîðûìè åãî
ýëåìåíòàìè óñòàíîâëåí ïîðÿäîê, ò.å. òàêîå áèíàðíîå îòíîøåíèå ≤, ÷òî
âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) a ≤ a äëÿ ëþáîãî a ∈ S;
2) Åñëè a ≤ b è b ≤ c äëÿ a, b, c ∈ S, òî a ≤ c ;
3) Åñëè a ≤ b è b ≤ a äëÿ a, b ∈ S, òî a = b .

6.6. Óïðàæíåíèÿ. Âûÿñíèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà, ñ
óêàçàííûìè áèíàðíûìè îòíîøåíèÿìè, ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûìè:

6.6.1. Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R ñ îáû÷íûì îòíîøåíèåì
ïîðÿäêà;

6.6.2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N. Ââåäå̈ì íà íå̈ì
áèíàðíîå îòíîøåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ñ÷èòàåì, ÷òî a ≤ b, åñëè b äåëèòñÿ íà a.

6.6.3. Ïóñòü Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë. Ââåäå̈ì íà íå̈ì áèíàðíîå
îòíîøåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì: Ñ÷èòàåì, ÷òî a ≤ b, åñëè b äåëèòñÿ
íà a.

6.6.4. Ïóñòü Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë. Ââåäå̈ì íà íå̈ì áèíàðíîå
îòíîøåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì: áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a ≤ b, åñëè b = ak

äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ Z.

6.6.5. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî âñåõ òîïîëîãèé íà íåêîòîðîì íåïóñòîì
ìíîæåñòâå X è ≤ áèíàðíîå îòíîøåíèå, îïðåäåëåííîå â 6.1.

6.7. Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíò a ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà
(S,≤) íàçûâàåòñÿòî÷íîé íèæíåé ãðàíüþ íåïóñòîãî ìíîæåñòâà M ⊆ S
â ìíîæåñòâå (S,≤), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1) a ≤ b äëÿ ëþáîãî b ∈ M ;
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2) Åñëè c ∈ S è c ≤ b äëÿ ëþáîãî b ∈ M , òî c ≤ a.
Ýòî áóäåì çàïèñûâàòü: a = inf M .

6.8. Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíò d ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà
(S,≤) íàçûâàåòñÿ òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ íåïóñòîãî ìíîæåñòâà M ⊆ S
â ìíîæåñòâå (S,≤), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1) d ≥ b äëÿ ëþáîãî b ∈ M ;
2) Åñëè c ∈ S è c ≥ b äëÿ ëþáîãî b ∈ M , òî c ≥ d.

Ýòî áóäåì çàïèñûâàòü: d = sup M .

6.9. Óïðàæíåíèÿ. Íàéòè inf M è sup M èëè äîêàçàòü, ÷òî îíè íå
ñóùåñòâóþò â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

6.9.1. (R,≤) ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ îáû÷íûì ïîðÿäêîì
è M � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë èç èíòåðâàëà (

√
2,
√

3).
6.9.2. (Q,≤) ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ñ îáû÷íûì ïîðÿäêîì è

M � ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë èç èíòåðâàëà (
√

2,
√

3).

6.10. Çàìå÷àíèå. Òðåáîâàíèå ÷òîáû M 6= ∅ â îïðåäåëåíèÿõ 6.7 è 6.8
ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì, èáî äëÿ ∅ íå ñóùåñòâóþò íè inf ∅ è íè sup ∅.

6.11. Òåîðåìà. Ïóñòü X 6= ∅ è ∆ � ìíîæåñòâî âñåõ òîïîëîãèé íà
ìíîæåñòâå X, íà êîòîðîì çàäàí ïîðÿäê, îïðåäåëåííûé â 6.1. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà M ⊆ ∆ ñóùåñòâóåò òàêàÿ òîïîëîãèÿ
τ0 ∈ ∆, ÷òî τ0 = inf M (ò.å. äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà
òîïîëîãèé ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∅ 6= M ⊆ ∆ è τ0 =
⋂

τ∈M

τ . Äîêàæåì, ÷òî τ0

ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâåX:
Òàê êàê ∅, X ∈ τ äëÿ ëþáîé òîïîëîãèè τ ∈ M , òî X ∈ ⋂

τ∈M

τ = τ0, è
∅ ∈ ⋂

τ∈M

τ = τ0. Ýòèì ïðîâåðèëè âåðíîñòü ïåðâîé àêñèîìû îïðåäåëåíèÿ
1.1 äëÿ ñîâîêóïíîñòè τ0.

Ïóñòü òåïåðü A,B ∈ τ0. ÒîãäàA,B ∈ τ äëÿ ëþáîé òîïîëîãèè τ ∈ M ,
è çíà÷èò, A ∩B ∈ τ äëÿ ëþáîé òîïîëîãèè τ ∈ M . Òîãäà
A∩B ∈ τ0 =

⋂
τ∈M

τ . Ýòèì ïðîâåðèëè âåðíîñòü âòîðîé àêñèîìû îïðåäåëå-
íèÿ 1.1 äëÿ ñîâîêóïíîñòè τ0.

Åñëè S ⊆ τ0, òî S ⊆ τ äëÿ ëþáîé òîïîëîãèè τ ∈ M , è çíà÷èò,
⋃

A∈S

A ∈ τ

äëÿ ëþáîé òîïîëîãèè τ ∈ M . Òîãäà
⋃

A∈S

A ∈ ⋂
τ∈M

τ = τ0. Ýòèì ïðîâåðèëè
âåðíîñòü è òðåòüåé àêñèîìû îïðåäåëåíèÿ 1.1 äëÿ ñîâîêóïíîñòè τ0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, τ0 ∈ ∆.
Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî τ0 = inf M , ò.å. ÷òî τ0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

îïðåäåëåíèÿ 6.7
Â ñàìîì äåëå, òàê êàê τ0 =

⋂
τ∈M

τ , òî τ0 ≤ τ äëÿ ëþáîé òîïîëîãèè
τ ∈ M , ò.å. ïåðâîå óñëîâèå îïðåäåëåíèÿ 6.7 âûïîëíåíî.

Êðîìå òîãî, åñëè τ ′ ≤ τ äëÿ ëþáîé òîïîëîãèè τ ∈ M , òî τ ′ ⊆ τ äëÿ
ëþáîé òîïîëîãèè τ ∈ M , è çíà÷èò, τ ′ ⊆ ⋂

τ∈M

τ = τ0, ò.å. τ ′ ≤ τ0. Ýòèì
ïðîâåðèëè âåðíîñòü è âòîðîãî óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 6.7.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

6.12. Òåîðåìà. Ïóñòü X 6= ∅ è ∆ � ìíîæåñòâî âñåõ òîïîëîãèé
íà ìíîæåñòâå X ñ ïîðÿäêîì, êîòîðûé áûë îïðåäåëåí â 6.1. Åñëè
∅ 6= M ⊆ ∆, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òîïîëîãèÿ τ1 ∈ ∆, ÷òî τ1 = sup M,
(ò.å. äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà òîïîëîãèé ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ
âåðõíÿÿ ãðàíü).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
M′ = {τ ′ ∈ , ∆ |τ ′ ≥ τ , ∀τ ∈ M }. Ìíîæåñòâî M′ 6= ∅, ò.ê. äèñêðåòíàÿ
òîïîëîãèÿ ïðèíàäëåæèò M′. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé òåîðåìå, ñóùåñòâóåò
τ∗ = inf M ′.

Ïîêàæåì, ÷òî τ∗ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 6.8.
Â ñàìîì äåëå, åñëè τ ∈ M , òî τ ′ ≥ τ äëÿ ëþáîãî τ ′ ∈ M′. Òàê êàê

τ∗ = inf M ′, òî, ñîãëàñíî âòîðîìó óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ 6.7, τ∗ ≥ τ . Ýòèì
ïðîâåðèëè, ÷òî τ∗ óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ 6.8.

Ïóñòü òåïåðü τ0 ∈ ∆ òàêàÿ òîïîëîãèÿ, ÷òî τ0 ≥ τ äëÿ ëþáîé
òîïîëîãèè τ ∈ M . Òîãäà τ0 ∈ M′ è, ïîñêîëüêó τ∗ = inf M ′, òî τ∗ ≤ τ0.
Ýòèì ïðîâåðèëè, ÷òî τ∗ óäîâëåòâîðÿåò è âòîðîìó óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ
6.8.

Ñëåäîâàòåëüíî τ∗ = sup M .

6.13. Òåîðåìà. Ïóñòü S � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî òîïîëî-
ãèé íà ìíîæåñòâå X è τ∗ = sup S. Åñëè U ⊆ X, òî U ∈ τ∗ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà U óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

(*) Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ U ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ÷èñëî
òîïîëîãèé τ1, τ2, ..., τn ∈ S è òàêèå îêðåñòíîñòè U1, · · · , Un ýëåìåíòà a

â ïðîñòðàíñòâàõ (X, τ1) , · · · , (X, τn), ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî
n⋂

i=1

Ui ⊆ U.
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Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîñòàòî÷íîñòü.Ïóñòü ïîäìíîæåñòâî U ⊆ X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(*) è a � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç U . Åñëè τ1, τ2, ..., τn � òàêèå òîïîëîãèè
èç S è U1, · · · , Un � òàêèå îêðåñòíîñòè ýëåìåíòà a â òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ (X, τ1) , · · · , (X, τn), ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî

n⋂
i=1

Ui ⊆ U , òî èç
òîãî, ÷òî τ∗ ≥ τ , äëÿ ëþáîé òîïîëîãèè τ ∈ S, èç òåîðåìû 6.4 ñëåäóåò, ÷òî
U1, · · · , Un ÿâëÿþòñÿ îêðåñòíîñòÿìè ýëåìåíòà a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ∗).

Òîãäà, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.3.3,
n⋂

i=1

Ui ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ

ýëåìåíòà a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ∗). Ïîñêîëüêó
n⋂

i=1

Ui ⊆ U , òî ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ 2.3.2 , U ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà a â ïðîñòðàíñòâå
(X, τ∗).

Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ëþáîãî ñâîåãî
ýëåìåíòà â ïðîñòðàíñòâå (X, τ∗). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.3.4, U ∈ τ ∗ .

Ýòèì äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü σ � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ïîäìíîæåñòâ U ⊆ X,

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (*).
Ïîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî σ � òîïîëîãèÿ íà ìíîæåñòâå X, ò.å. ÷òî σ

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1 � 3 îïðåäåëåíèÿ 1.1.
Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ∅ è X óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (*), è çíà÷èò, ∅ ∈ σ

è X ∈ σ, ò.å. σ óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ 1.1.
Ïóñòü òåïåðü, A ∈ σ è B ∈ σ. Åñëè a ∈ A ∩ B òî ñóùåñòâóþò òàêèå

òîïîëîãèè τ1, τ2, ..., τn ∈ S è òàêèå îêðåñòíîñòè U1, · · · , Un ýëåìåíòà a â
ïðîñòðàíñòâàõ (X, τ1) , · · · , (X, τn), ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî

n⋂
i=1

Ui ⊆ A.
Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóþò òàêèå òîïîëîãèè τ ′1, τ

′
2, ..., τ

′
k ∈ S è òàêèå

îêðåñòíîñòè U ′
1, · · · , U ′

k ýëåìåíòà a â ïðîñòðàíñòâàõ (X, τ ′1) , · · · , (X, τ ′k),

ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî
k⋂

i=1

Ui
′ ⊆ B.

Òîãäà, {τ1, . . . , τn, τ
′
1, . . . , τ

′
k} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òîïîëîãèé èç ìíî-

æåñòâà S è (
n⋂

i=1

Ui) ∩ (
k⋂

i=1

Ui
′) ⊆ A ∩ B. Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà a

ñëåäóåò, ÷òî A ∩B óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (*), è çíà÷èò,
A ∩ B ∈ σ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîâîêóïíîñòü σ óäîâëåòâîðÿåò è âòîðîìó
óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ 1.1.

Ïóñòü òåïåðü {Uγ|γ ∈ Γ} ⊆ σ è a ∈ ⋃
γ∈Γ

Uγ. Òîãäà a ∈ Uγ0 äëÿ

íåêîòîðîãî γ0 ∈ Γ, è çíà÷èò, ñóùåñòâóþò òàêèå òîïîëîãèè τ1, τ2, ..., τn ∈ S
è òàêèå îêðåñòíîñòè U1, · · · , Un ýëåìåíòà a â òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàí-
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ñòâàõ (X, τ1) , · · · , (X, τn), ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî
n⋂

i=1

Ui ⊆ Uγ0 ⊆
⋃

γ∈Γ

Uγ. Èç

ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà a ñëåäóåò, ÷òî
⋃

γ∈Γ

Uγ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(*), è çíà÷èò,
⋃

γ∈Γ

Uγ ∈ σ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîâîêóïíîñòü σ óäîâëåòâîðÿåò
è òðåòüåìó óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ 1.1.

Ýòèì ìû äîêàçàëè, ÷òî σ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå X.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî τ∗ = σ.
Ïóñòü W ∈ σ è d ∈ W . Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå òîïîëîãèè

τ1, τ2, ..., τn ∈ S è òàêèå îêðåñòíîñòè U1, · · · , Un ýëåìåíòà d â ïðîñòðàíñò-
âàõ (X, τ1) , · · · , (X, τn), ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî

n⋂
i=1

Ui ⊆ W . Òàê êàê
τ∗ = sup S ≥ τi, äëÿ 1 ≤ i ≤ n, òî U1, · · · , Un ÿâëÿþòñÿ îêðåñòíîñòÿìè
ýëåìåíòà d â ïðîñòðàíñòâå (X, τ∗). Òîãäà (ñì. òåîðåìó 2.3),

n⋂
i=1

Ui áóäåò
îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà d â ïðîñòðàíñòâå (X, τ∗). Çíà÷èò, W áóäåò
îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà d â ïðîñòðàíñòâå (X, τ∗).

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî W áóäåò îêðåñòíîñòüþ ëþáîé ñâîåé òî÷êè â
ïðîñòðàíñòâå (X, τ∗), ò.å. W ∈ τ∗.

Èç ïðîèçâîëüíîñòè W ñëåäóåò, ÷òî τ∗ ⊇ σ, ò.å. τ∗ ≥ σ.
Êðîìå òîãî, òàê êàê äëÿ ëþáîé òîïîëîãèè τ ∈ S ïðîèçâîëüíîå

ìíîæåñòâî U ∈ τ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (*), òî U ∈ σ, è çíà÷èò σ ≥ τ
äëÿ ëþáîé òîïîëîãèè τ ∈ S. Èç òîãî, ÷òî τ∗ = sup S è âòîðîãî óñëîâèÿ
îïðåäåëåíèÿ 6.8, ñëåäóåò, ÷òî τ∗ ≤ σ, è çíà÷èò τ∗ = σ.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

6.14. Òåîðåìà. Ïóñòü S � íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî
òîïîëîãèé íà ìíîæåñòâå X è τ∗ = sup S. Åñëè d ∈ X ,
òî ïîäìíîæåñòâî W ⊆ X ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà d â
ïðîñòðàíñòâå (X, τ∗) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå
êîíå÷íîå ÷èñëî òîïîëîãèé τ1, τ2, ..., τn ∈ S è ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñò-
íîñòè W1, · · · ,Wn ýëåìåíòà d â ïðîñòðàíñòâàõ (X, τ1) , · · · , (X, τn),
ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî W =

n⋂
i=1

Wi.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïîäìíîæåñòâî W ⊆ X ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíî-

ñòüþ ýëåìåíòà d â ïðîñòðàíñòâå (X, τ∗) òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå U ∈ τ∗,
÷òî d ∈ U ⊆ W . Ñîãëàñíî òåîðåìå 6.13, ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ÷èñëî
òîïîëîãèé τ1, τ2, ..., τn ∈ S è òàêèå îêðåñòíîñòè U1, · · · , Un ýëåìåíòà d â
ïðîñòðàíñòâàõ (X, τ1) , · · · , (X, τn), ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî

n⋂
i=1

Ui ⊆ U. Òîãäà,
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ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.3.2, äëÿ êàæäîãî 1 ≤ i ≤ n ïîäìíîæåñòâî
Wi = Ui ∪ W áóäåò îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà d â ïðîñòðàíñòâå (X, τi),
ïðè÷åì W ⊆

n⋂
i=1

Wi =
n⋂

i=1

(Ui ∪W ) = (
n⋂

i=1

Ui) ∪W = U ∪ W = W, ò.å.

W =
n⋂

i=1

Wi.

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè äëÿ ìíîæåñòâà W ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå
÷èñëî òîïîëîãèé τ1, τ2, ..., τn ∈ S è òàêèå îêðåñòíîñòè W1, · · · ,Wn ýëåìåíòà
d â ïðîñòðàíñòâàõ (X, τ1) , · · · , (X, τn), ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî W =

n⋂
i=1

Wi,
òî èç òåîðåìû 6.4 è íåðàâåíñòâà τ∗ ≥ τi äëÿ ëþáîãî 1 ≤ i ≤ n ñëåäóåò,
÷òî êàæäîå èç ïîäìíîæåñòâ Wi ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà d â
ïðîñòðàíñòâå (X, τ∗). Òîãäà W =

n⋂
i=1

Wi áóäåò îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà
d â ïðîñòðàíñòâå (X, τ∗).

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

6.15. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü S = {τ1, τ2, ..., τn} � íåêîòîðîå íåïóñòîå
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òîïîëîãèé íà ìíîæåñòâå X è τ ∗ = sup S. Åñëè
d ∈ X , òî ïîäìíîæåñòâî W ⊆ X áóäåò îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà d â
ïðîñòðàíñòâå (X, τ∗) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå
îêðåñòíîñòè W1, · · · ,Wn ýëåìåíòà d â òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ
(X, τ1) , · · · , (X, τn), ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî W =

n⋂
i=1

Wi.

Â ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé òåîðåìå ìíîæåñòâî W =
n⋂

i=1

Wi

áóäåò îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà d â ïðîñòðàíñòâå (X, τ∗).
Êðîìå òîãî, åñëè W ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà d â ïðîñòðàíñòâå

(X, τ∗), òî, ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé òåîðåìå, ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî òîïîëîãèé {τ1, τ2, ..., τk} ⊆ {τ1, τ2, ..., τn} è òàêèå îêðåñòíîñòè
W1, · · · ,Wk ýëåìåíòà d â ïðîñòðàíñòâàõ (X, τ1) , · · · , (X, τn) ñîîòâåòñòâåí-
íî, ÷òî W =

k⋂
i=1

Wi. Åñëè äëÿ êàæäîãî k < i ≤ n âîçüìåì Wi = X, òî

ïîëó÷èì, ÷òî W =
n⋂

i=1

Wi.
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7. ÀÊÑÈÎÌÛ ÎÒÄÅËÈÌÎÑÒÈ.

7.1. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
Ãîâîðèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå (X, τ) âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà îòäåëèìîñòè:

7.1.1. Àêñèîìà T0 : Åñëè äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê a, b ∈ X õîòÿ
áû îäíà èç ýòèõ òî÷åê èìååò îêðåñòíîñòü, íå ñîäåðæàùóþ âòîðóþ òî÷êó.

Ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà îòäåëèìîñòè T0, áóäåì
íàçûâàòü åùå T0−ïðîñòðàíñòâîì.

7.1.2. Àêñèîìà T1 : Åñëè äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê a, b ∈ X
êàæäàÿ èç íèõ èìååò îêðåñòíîñòü, íå ñîäåðæàùóþ äðóãóþ òî÷êó.

Ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà îòäåëèìîñòè T1, áóäåì
íàçûâàòü åùå T1−ïðîñòðàíñòâîì.

7.1.3. Àêñèîìà T2 : Åñëè äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê a, b ∈ X
ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè U è V ýëåìåíòîâ a è b ñîîòâåòñòâåííî,
÷òî U ∩ V = ∅;

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà T2,
íàçûâàåòñÿ åùå Õàóñäîðôîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

7.1.4. Àêñèîìà T3 : Åñëè äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà F è
ïðîèçâîëüíîé òî÷êè d /∈ F ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîæåñòâà U, V ∈ τ , ÷òî
F ⊆ U , d ∈ V è U ∩ V = ∅;

7.1.5. Ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû T1 è T3,
íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

7.1.6. Àêñèîìà T4 : Åñëè äëÿ ëþáûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ A è B â ïðîñòðàíñòâå (X, τ) ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîæåñòâà
U, V ∈ τ , ÷òî A ⊆ U , B ⊆ V è U ∩ V = ∅;

7.1.7. Ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì âûïîëíÿþòñÿ àêñèîìû T1 è T4,
íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì.

7.1.8. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ) íàçûâàåòñÿ âïîëíå ðåãó-
ëÿðíûì, åñëè â íå̈ì âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà T1 è äëÿ ëþáîãî çàìêíóòîãî
ìíîæåñòâà F è ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà d /∈ F ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå f : (X, τ) → (R, τèíò) òàêîå, ÷òî 0 ≤ f(x) ≤ 1 äëÿ ëþáîãî
x ∈ X, f(d) = 0 è f(F ) ⊆ {1}.

ßñíî, ÷òî åñëè F 6= ∅, òî f(F ) = {1}, è çíà÷èò f(x) = 1 äëÿ ëþáîãî
x ∈ F .
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7.2. Òåîðåìà. Åñëè (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî
âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

7.2.1. (X, τ) ÿâëÿåòñÿ T0 ïðîñòðàíñòâîì, òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ ëþáûõ a 6= b ∈ X ëèáî a /∈ [{b}](X,τ), ëèáî b /∈ [{a}](X,τ);

7.2.2. (X, τ) ÿâëÿåòñÿ T1 ïðîñòðàíñòâîì, òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âñÿêîå îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì;

7.2.3. (X, τ) ÿâëÿåòñÿ T3 ïðîñòðàíñòâîì, òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ëþáàÿ òî÷êà îáëàäàåò áàçèñîì îêðåñòíîñòåé, êîòîðûé ñîñòîèò
èç çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 7.2.1.
Ïóñòü (X, τ) ÿâëÿåòñÿ T0 ïðîñòðàíñòâîì è a 6= b ∈ X. Òîãäà,

ëèáî a îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò b, ëèáî b îáëàäàåò
îêðåñòíîñòüþ, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò a.

Åñëè a îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò b, òî a íå
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ê ìíîæåñòâó {b}, è çíà÷èò, a /∈ [{b}](X,τ).

Àíàëîãè÷íî, åñëè b îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò a,
òî b íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ê ìíîæåñòâó {a}, è çíà÷èò,
b /∈ [{a}](X,τ).

Ýòèì äîñòàòî÷íîñòü äëÿ óòâåðæäåíèÿ 7.2.1 äîêàçàíà.
Ïóñòü òåïåðü â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ) âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå:
äëÿ ëþáûõ a 6= b ∈ X ëèáî a /∈ [{b}](X,τ), ëèáî b /∈ [{a}](X,τ).
Åñëè a /∈ [{b}](X,τ), òî a ∈ X\[{b}](X,τ). Òàê êàê [{b}](X,τ) ÿâëÿåòñÿ

çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, òî X\[{b}](X,τ) ∈ τ , è çíà÷èò, X\[{b}](X,τ)

ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò b.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè b /∈ [{a}](X,τ), òî X\[{a}](X,τ)

ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè b, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò a.
Ýòèì óòâåðæäåíèå 7.2.1 ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 7.2.2.
Ïóñòü (X, τ) ÿâëÿåòñÿ T1 ïðîñòðàíñòâîì è a ∈ X. Åñëè a 6= b ∈ X,

òî ýëåìåíò b îáëàäàåò òàêîé îêðåñòíîñòüþ V â ïðîñòðàíñòâå (X, τ), ÷òî
a /∈ V . Òîãäà V ∩ {a} = ∅, è çíà÷èò, b /∈ [{a}](X,τ). Èç ïðîèçâîëüíîñòè
ýëåìåíòà b ∈ X ñëåäóåò, ÷òî {a} = [{a}](X,τ), è çíà÷èò, (ñì. òåîðåìó 3.15),
{a} ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (X, τ).

Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà a ñëåäóåò, ÷òî äëÿ óòâåðæäåíèÿ 7.2.2
äîñòàòî÷íîñòü äîêàçàíà.
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Ïóñòü òåïåðü â ïðîñòðàíñòâå (X, τ) âñÿêîå îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì è a 6= b ∈ X. Òîãäà b ∈ X\{a} ∈ τ , è ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ 2.3.4, X\{a} ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà b, ïðè÷åì
a /∈ X\{a}. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî X\{b} ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ
ýëåìåíòà a, ïðè÷åì b /∈ X\{b}.

Ýòèì óòâåðæäåíèå 7.2.2 ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 7.2.3.
Åñëè (X, τ) ÿâëÿåòñÿ T3 ïðîñòðàíñòâîì è a ∈ X, òî ðàññìîòðèì

ñîâîêóïíîñòü Ba = {[U ](X,τ)|U-îêðåñòíîñòü òî÷êè a} è ïðîâåðèì, ÷òî
Ba ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè a.

Òàê êàê U ⊆ [U ](X,τ), òî ëþáîå ìíîæåñòâî èç ñîâîêóïíîñòè Ba

ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a, ò.å. ïåðâîå óñëîâèå îïðåäåëåíèÿ 2.4
âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü òåïåðü V � ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a, è W � òàêîå
îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ÷òî a ∈ W ⊆ V . Òîãäà F = X\W ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, ïðè÷åì a /∈ F . Òàê êàê (X, τ) ÿâëÿåòñÿ T3

ïðîñòðàíñòâîì, òî ñóùåñòâóþò òàêèå V̂ , Û ∈ τ , ÷òî a ∈ Û , F ⊆ V̂
è Û ∩ V̂ = ∅. Òîãäà [Û ](X,τ) ∈ Ba. Òàê êàê V̂ ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ
ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ F , òî ëþáîé ýëåìåíò x ∈ F íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ïðèêîñíîâåíèÿ ê ìíîæåñòâó Û , è çíà÷èò, [Û ](X,τ) ∩ F = ∅. Òîãäà
[Û ](X,τ) ⊆ X\F = W ⊆ V .

Ñëåäîâàòåëüíî, è âòîðîå óñëîâèå îïðåäåëåíèÿ 2.4 âûïîëíÿåòñÿ, çíà÷èò,
Ba ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè a.

Ýòèì ìû äîêàçàëè äîñòàòî÷íîñòü äëÿ óòâåðæäåíèÿ 7.2.3.
Ïóñòü òåïåðü â ïðîñòðàíñòâå (X, τ) ëþáàÿ òî÷êà îáëàäàåò áàçèñîì

îêðåñòíîñòåé, êîòîðûé ñîñòîèò èç çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ. Åñëè a ∈ X
è F � òàêîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (X, τ), ÷òî a /∈ F , òî
a ∈ U = X\F ∈ τ , è çíà÷èò, U ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a â
ïðîñòðàíñòâå (X, τ).

Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû, ñóùåñòâóåò òàêàÿ çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü
V òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ), ÷òî V ⊆ U . Òîãäà W = X\V ∈ τ è
F = X\U ⊆ X\V = W .

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.1, ñóùåñòâóåò òàêîå V ′ ∈ τ , ÷òî a ∈ V ′ ⊆ V .
Òàê êàê V ′ ∩W ⊆ V ∩ (X\V ) = ∅, òî, èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà a è
ìíîæåñòâà F , ñëåäóåò ðåãóëÿðíîñòü ïðîñòðàíñòâà (X, τ).

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

7.3. Òåîðåìà. Åñëè (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî
âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
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7.3.1. T2 ⇒ T1 ⇒ T0;

7.3.2. Âî âñÿêîì ðåãóëÿðíîì ïðîñòðàíñòâå âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà
T2;

7.3.3. Âñÿêîå âïîëíå ðåãóëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì
ïðîñòðàíñòâîì;

7.3.4. Âñÿêîå íîðìàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðåãóëÿðíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Âåðíîñòü óòâåðæäåíèÿ 7.3.1 ëåãêî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèé àêñèîì T2,

T1 è T0.
Ïóñòü òåïåðü (X, τ) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Òîãäà â

ïðîñòðàíñòâå (X, τ) âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà T1. Åñëè a 6= b ∈ X, òî ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ 7.2.2, F = {b} ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì è a /∈ F .

Òàê êàê â ïðîñòðàíñòâå (X, τ) âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà T3, òî èìåþòñÿ
òàêèå îòêðûòûå ìíîæåñòâà U è V , ÷òî a ∈ U , F ⊆ V è U ∩ V = ∅.
Òîãäà U è V ÿâëÿþòñÿ îêðåñòíîñòÿìè òî÷åê a è b ñîîòâåòñòâåííî,
è íå ñîäåðæàùèå äðóãóþ èç ýòèõ òî÷åê, ò.å. â ïðîñòðàíñòâå (X, τ)
âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà T2.

Ýòèì óòâåðæäåíèå 7.3.2 äîêàçàíî.
Ïóñòü òåïåðü (X, τ) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðåãóëÿðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Òîãäà, â ïðîñòðàíñòâå (X, τ) âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà T1.
Åñëè F � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â (X, τ) è d /∈ F , òî ñóùåñòâóåò òàêîå

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : (X, τ) → (R, τèíò), ÷òî
f(d) = 0 è f(F ) ⊆ {1}. Âîçüìå̈ì â ïðîñòðàíñòâå (R, τ) â êà÷åñòâå îêðåñò-
íîñòè òî÷êè 0 èíòåðâàë A =

(−1
2
, 1

2

) ∈ τèíò, à â êà÷åñòâå îêðåñòíîñòè
òî÷êè 1 èíòåðâàë B =

(
1
2
, 3

2

) ∈ τèíò. Òàê êàê f : (X, τ) → (R, τèíò) ÿâëÿå-
òñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì, òî U = f−1(

(−1
2
, 1

2

)
) ÿâëÿåòñÿ îòêðû-

òûì ìíîæåñòâîì â (X, τ) è d ∈ U . Àíàëîãè÷íî, V = f−1(
(

1
2
, 3

2

)
) ÿâëÿ-

åòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì â (X, τ) è F ⊆ f−1({1}) ⊆ V . Òàê êàê (ñì.
óïðàæíåíèå 5.7.4) U ∩ V = f−1(A) ∩ f−1(B) = f−1(A ∩ B) = f−1(∅) = ∅,
òî âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà T3.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî (X, τ) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì.
Ýòèì ìû äîêàçàëè óòâåðæäåíèå 7.3.3.
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 7.3.4 ÿâëÿåòñÿ íåñêîëüêî ãðîìîçäêèì,

è ìû (â ðàìêàõ ýòîãî êóðñà) íå áóäåì åãî äîêàçûâàòü.

7.4. Óïðàæíåíèÿ. Ïðîâåðèòü êàêèå àêñèîìû îòäåëèìîñòè âûïîëíÿ-
þòñÿ â ñëåäóþùèõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ:
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7.4.1. X ñîäåðæèò áîëüøå ÷åì 1 ýëåìåíò è (X, τ) � àíòèäèñêðåòíîå
ïðîñòðàíñòâî.

7.4.2. (X, τ) � äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî.
7.4.3. X = {a, b}, è τ = {{a} , X, ∅}.
7.4.4. X- áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî è
τ = {A |X\A � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî} ∪ {∅}.

7.5. Óïðàæíåíèÿ. Èñïîëüçóÿ óïðàæíåíèÿ 7.4, ïîêàçàòü, ÷òî:
Ñóùåñòâóåò ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ T0 ïðîñòðàíñòâîì.

7.6. Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå àêñèîìû îòäåëèìîñòè
ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷ûìè.

7.7. Óïðàæíåíèå. Ïîêàçàòü, ÷òî:
7.7.1. Êàæäàÿ èç àêñèîì T0, T1, T2 ñîõðàíÿþòñÿ ïðè óñèëåíèè òîïîëî-

ãèè.
7.7.2. Êàæäàÿ èç àêñèîì T0, T1, T2, T3, ðåãóëÿðíîñòü è âïîëíå

ðåãóëÿðíîñòü ñîõðàíÿþòñÿ ïðè âçÿòèè ïîäïðîñòðàíñòâà.

7.8. Óïðàæíåíèå. Èñïîëüçóÿ óïðàæíåíèÿ 7.4, ïîêàçàòü, ÷òî àêñè-
îìû T3 è T4 íå ñîõðàíÿþòñÿ ïðè óñèëåíèè òîïîëîãèè.

7.9. Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóþò òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, â
êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà T4, è ñîäåðæàùèå ïîäïðîñòðàíñòâà â
êîòîðûõ àêñèîìà T4 íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å. ïîäïðîñòðàíñòâî T4-ïðîñòðàí-
ñòâà ìîæåò íå áûòü T4-ïðîñòðàíñòâîì.

7.10. Òåîðåìà. Åñëè X- êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è τ - òàêàÿ
òîïîëîãèÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (X, τ) ÿâëÿåòñÿ T1- ïðîñòðàíñòâîì, òî
(X, τ) ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 7.2.2, â ïðîñòðàíñòâå (X, τ)
ëþáîå îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî {a} ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì. Òîãäà åñëè
A ⊆ X, òî, ââèäó êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà X, ìíîæåñòâî
B = X\A =

⋃
a∈B

{a} áóäåò çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì êàê îáúåäèíåíèå
êîíå÷íîãî ÷èñëà çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ (ñì. óïðàæíåíèå 3.7), è çíà÷èò,
A ∈ τ .

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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8. ÊÎÌÏÀÊÒÍÛÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ.

8.1. Îïðåäåëåíèå. Ñîâîêóïíîñòü ∆ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X
íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà X, åñëè

⋃
U∈∆

U = X.

Åñëè ∆ � ïîêðûòèå ìíîæåñòâà X, òî ïîäìíîæåñòâî Ω ⊆ ∆ íàçûâàåòñÿ
ïîäïîêðûòèåì ïîêðûòèÿ ∆, åñëè Ω ñàìî ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì ìíîæåñòâà
X, ò.å. åñëè

⋃
U∈Ω

U = X.

8.2. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è ∆
� ïîêðûòèå ìíîæåñòâà X. Åñëè ∆ ⊆ τ (ò.å. âñå ïîäìíîæåñòâà, âõîäÿùèå â
∆, ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè â ïðîñòðàíñòâå (X, τ)), òî ïîêðûòèå ∆ íàçûâà-
åòñÿ îòêðûòûì ïîêðûòèåì òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, τ).

8.3. Îïðåäåëåíèÿ.
8.3.1. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ) íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì,

åñëè èç ëþáîãî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ïðîñòðàíñòâî (X, τ) ìîæíî èçâëå÷ü
êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå, ò.å. åñëè äëÿ ëþáîé ñèñòåìû {Uα |α ∈ A} ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâà X, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1. Uα ∈ τ äëÿ ëþáîãî α ∈ A;
2.

⋃
α∈A

Uα = X

ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî {α1, .., αn} ⊆ A, ÷òî
n⋃

i=1

Uαi
= X.

8.3.2. Ïîäìíîæåñòâî S òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ) íàçûâà-
åòñÿ êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì, åñëè ïðîñòðàíñòâî (S, τ |S) (ñì. 4.2)
ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.

8.4. Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü êîìïàêòíîñòü ñëåäóþùèõ òîïîëîãè÷åñ-
êèõ ïðîñòðàíñòâ:

8.4. 1. (X, τ) � àíòèäèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî.
8.4. 2. Åñëè X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî â ëþáîé òîïîëîãèè τ

ïðîñòðàíñòâî (X, τ) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.
8.4. 3. Â ëþáîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ) âñÿêîå êîíå÷íîå

ïîäìíîæåñòâî S, ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì.
8.4. 4. Åñëè X � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî è

τ = {A ⊆ X|X\A êîíå÷íîå ìíîæåñòâî} ∪ {∅} (ñì. 1.3.7),
òî (X, τ) � êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî.
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8.5. Òåîðåìà. Äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ) ÿâëÿåòñÿ êîìïàê-
òíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X - êîíå÷íîå ìíîæåñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî ñîãëàñíî óïðàæ-
íåíèþ 8.4.2, (X, τ) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïóñòü òåïåðü äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì
ïðîñòðàíñòâîì.

Èç äèñêðåòíîñòè ïðîñòðàíñòâà (X, τ) ñëåäóåò, ÷òî {x} ∈ τ äëÿ
êàæäîãî ýëåìåíòà x ∈ X. Òàê êàê X =

⋃
x∈X

{x}, òî {{x}|x ∈ X}
ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîêðûòèåì òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, τ) è
òîãäà èç êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà (X, τ) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò
òàêèå x1, x2, .., xn ∈ X, ÷òî X =

n⋃
i=1

{xi} = {x1, .., xn}, ò.å. X ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì.

8.6. Òåîðåìà. Ïîäìíîæåñòâî S òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
(X, τ) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ëþáîé
òàêîé ñîâîêóïíîñòè ∆ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà (X, τ),
÷òî S ⊆ ⋃

U∈∆

U èìååòñÿ òàêàÿ êîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü

{U1, · · · , Uk} ⊆ ∆, ÷òî S ⊆
k⋃

i=1

Ui.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ïîäìíîæåñòâî S òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-

ñòâî (X, τ) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì. Åñëè ∆ � òàêàÿ ñîâîêóï-
íîñòü îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå (X, τ), ÷òî S ⊆ ⋃

U∈∆

U , òî
Λ = {S∩U |U ∈ ∆} ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîêðûòèåì ïðîñòðàíñòâà (S, τ |S).
Èç êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà (S, τ |S) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå
ïîäïîêðûòèå {S ∩ U1, · · · , Sk ∩ Uk) ⊆ Λ ïðîñòðàíñòâà (S, τ |S). Òîãäà
S =

k⋃
i=1

(S ∩ Ui) ⊆
k⋃

i=1

Ui. Ýòèì íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü S � òàêîå ïîäìíîæåñòâî òîïîëîãè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà (X, τ), ÷òî â ëþáîé ñîâîêóïíîñòè ∆ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ
ïðîñòðàíñòâà (X, τ) òàêîé, ÷òî S ⊆ ⋃

U∈∆

U èìååòñÿ òàêàÿ êîíå÷íàÿ

ñîâîêóïíîñòü {U1, · · · , Uk} ⊆ ∆, ÷òî S ⊆
k⋃

i=1

Ui.
Åñëè Λ � ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ïîêðûòèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâà (S, τ |S), òî äëÿ êàæäîãî V ∈ Λ ñóùåñòâóåò òàêîå UV ∈ τ , ÷òî
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V = S ∩ UV . Òîãäà S =
⋃

V ∈Λ

V ⊆ ⋃
V ∈Λ

UV è ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû,

ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü {UV1 , · · · , UVk
}, ÷òî S ⊆

n⋃
i=1

UVi
,

è çíà÷èò,
n⋃

i=1

Vi =
n⋃

i=1

(S ∩ UVi
) = S ∩ (

n⋃
i=1

UVi
) = S. Èç ïðîèçâîëüíîñòè

ïîêðûòèÿ Λ ñëåäóåò êîìïàêòíîñòü ïðîñòðàíñòâà (S, τ |S), è çíà÷èò, S
ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

8.7. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X- íåêîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî è
Φ � íåïóñòàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X. Ãîâîðèì, ÷òî Φ
ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðîì íà ìíîæåñòâå X, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

1. ∅ /∈ Φ;
2. Åñëè A,B ∈ Φ , òî A ∩B ∈ Φ;
3. Åñëè A ∈ Φ è A ⊆ B ⊆ X, òî B ∈ Φ.

8.8. Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü âåðíîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
8.8.1. Åñëè X 6= ∅ è a ∈ X, òî ñîâîêóïíîñòü Φa = {A ⊆ X |a ∈ A}

ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðîì.
8.8.2. Åñëè (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è a ∈ X, òî

ñîâîêóïíîñòü Φa = {U ⊆ X |U � îêðåñòíîñòü òî÷êè a â (X, τ)} ÿâëÿ-
åòñÿ ôèëüòðîì â ìíîæåñòâå X.

8.9. Òåîðåìà. Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è
M ⊆ X. Åñëè a � òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ ê ìíîæåñòâó M , òî ñîâîêóï-
íîñòü Φa = {U ∩M |U � îêðåñòíîñòü òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ)}
ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðîì â ìíîæåñòâå M.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê a ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ê ìíî-
æåñòâó M , òî M∩U 6= ∅ äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå
(X, τ), è çíà÷èò, ∅ /∈ Φa, ò.å. äëÿ ñîâîêóïíîñòè Φa ïåðâîå óñëîâèå
îïðåäåëåíèÿ 8.7 âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü A,B ∈ Φa è C = A ∩ B. Òîãäà A = M ∩ V è B = M ∩ U äëÿ
íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòåé U, V òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ). Ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ 2.3.3, W = U ∩ V ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a â
ïðîñòðàíñòâå (X, τ), è
C = A ∩B = (M ∩ V ) ∩ (M ∩ U) = M ∩ (U ∩ V ) = M ∩W ∈ Φa.

Ýòèì ìû ïðîâåðèëè, ÷òî äëÿ ñîâîêóïíîñòè Φa âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå
óñëîâèå îïðåäåëåíèÿ 8.7.
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Ïóñòü A ∈ Φa è A ⊆ B ⊆ M . Òîãäà A = M ∩ V äëÿ íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè V òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ
2.3.2, U = V ∪B ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ) è

B = A ∪B = (M ∩ V ) ∪ (M ∩B) = M ∩ (V ∪B) = M ∩ U ∈ Φa.
Ýòèì ìû ïðîâåðèëè, ÷òî äëÿ ñîâîêóïíîñòè Φa âûïîëíÿåòñÿ è òðåòüå

óñëîâèå îïðåäåëåíèÿ 8.7, è çíà÷èò, ñîâîêóïíîñòü Φa ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðîì
â ìíîæåñòâå M .

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

8.10. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X 6= ∅ è Φ � ôèëüòð íà ìíîæåñòâå
X. Ñîâîêóïíîñòü ∆ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ áàçèñîì
ôèëüòðà Φ, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ∆ ⊆ Φ;
2) Äëÿ ëþáîãî A ∈ Φ ñóùåñòâóåò òàêîå B ∈ ∆, ÷òî B ⊆ A.

8.11. Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü âåðíîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:
8.11.1. Åñëè ∆ � áàçèñ íåêîòîðîãî ôèëüòðà Φ íà ìíîæåñòâå X, òî

äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîæåñòâ A1, · · · , An ∈ ∆ ñóùåñòâóåò òàêîå
ìíîæåñòâî A ∈ ∆, ÷òî A ⊆

n⋂
i=1

Ai.

8.11.2. Ïóñòü X 6= ∅ è a ∈ X. Åñëè Φa = {A ⊆ X |a ∈ A}, òî
ñîâîêóïíîñòü B = {{a}} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ôèëüòðà Φa.

8.11.3. Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è a ∈ X. Åñëè
Φ′

a = {U ⊆ X |U � îêðåñòíîñòü òî÷êè a â (X, τ)}, è B′ � áàçèñ îêðå-
ñòíîñòåé òî÷êè a â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ) (ñì. 2.4), òî B′

ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ôèëüòðà (ñì. 8.8.2) Φ′
a.

8.12. Òåîðåìà. Åñëè X- ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî, òî
íåïóñòàÿ ñîâîêóïíîñòü ∆ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, ÿâëÿåòñÿ
áàçèñîì íåêîòîðîãî ôèëüòðà Φ íà ìíîæåñòâå X òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ∅ /∈ ∆ è äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A1, A2 ∈ ∆ ñóùåñòâóåò
òàêîå A′ ∈ ∆, ÷òî A′ ⊆ A1 ∩ A2.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ∆ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì íåêîòîðîãî ôèëüòðà Φ.

Òàê êàê ∆ ⊆ Φ è ∅ /∈ Φ, òî ∅ /∈ ∆.
Åñëè òåïåðü A1, A2 ∈ ∆, òî A1, A2 ∈ Φ, è çíà÷èò (ñì. 8.7), A1∩A2 ∈ Φ.

Òàê êàê ∆ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ôèëüòðà Φ, òî ñóùåñòâóåò òàêîå A′ ∈ ∆, ÷òî
A′ ⊆ A1 ∩ A2.

Ýòèì íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ∆ � òàêàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ ìíîæå-
ñòâà X, ÷òî ∅ /∈ ∆ è äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A1, A2 ∈ ∆ ñóùåñòâóåò òàêîå
A′ ∈ ∆, ÷òî A′ ⊆ A1 ∩ A2. Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü
Φ = {C ⊆ X| ñóùåñòâóåò A ∈ ∆, òàêîå ÷òî A ⊆ C}.

Ïðîâåðèì âíà÷àëå, ÷òî Φ ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðîì íà ìíîæåñòâå X.
Òàê êàê ∆ 6= ∅, òî ñóùåñòâóåò òàêîå A ⊆ X, ÷òî A ∈ ∆. Òîãäà

X ∈ Φ , è çíà÷èò, Φ 6= ∅. Ïîñêîëüêó ëþáîå ìíîæåñòâî èç ñîâîêóïíîñòè
Φ ñîäåðæèò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èç ñîâîêóïíîñòè ∆, è ∅ /∈ ∆, òî ∅ /∈ Φ,
ò.å. Φ óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ 8.7.

Ïóñòü òåïåðü A,B ∈ Φ è A′, B′ ∈ ∆ òàêèå, ÷òî A′ ⊆ A è B′ ⊆ B.
Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû, ñóùåñòâóåò òàêîå C ∈ ∆, ÷òî C ⊆ A′ ∩ B′.
Òîãäà C ⊆ A′ ∩ B′ ⊆ A ∩ B, è çíà÷èò, A ∩ B ∈ Φ, ò.å. Φ óäîâëåòâîðÿåò
âòîðîìó óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ 8.7.

Ïóñòü A ∈ Φ è A ⊆ B ⊆ X. Åñëè A′ ∈ ∆ � òàêîå ìíîæåñòâî, ÷òî
A′ ⊆ A, òî A′ ⊆ B, è çíà÷èò, B ∈ Φ, ò.å. Φ óäîâëåòâîðÿåò è òðåòüåìó
óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ 8.7.

Ñëåäîâàòåëüíî, Φ ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðîì íà ìíîæåñòâå X.
Òàê êàê ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ñîâîêóïíîñòè Φ, ëþáîå ìíîæåñòâî èç

Φ ñîäåðæèò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èç ñîâîêóïíîñòè ∆ è ∆ ⊆ Φ, òî ∆
ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ôèëüòðà Φ.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

8.13. Òåîðåìà. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ) ÿâëÿåòñÿ
êîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà⋂
U∈∆

[U ](X,τ) 6= ∅ äëÿ ëþáîé ñîâîêóïíîñòè ∆, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì
íåêîòîðîãî ôèëüòðà Φ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåîáõîäèìîñòü. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî â íåêîòîðîì êîìïàêò-

íîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñîâîêóïíîñòü ∆, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì íåêîòîðîãî ôèëüòðà Φ íà ìíîæåñòâå X è⋂
U∈∆

[U ](X,τ) = ∅.
Äëÿ êàæäîãî U ∈ ∆ ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî VU = X\ [U ](X,τ). Òàê êàê

[U ](X,τ)ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (X, τ), òî VU ∈ τ ,
ïðè÷åì

⋃
U∈∆

VU =
⋃

U∈∆

X\ [U ](X,τ) = X\ ⋂
U∈∆

[U ](X,τ) = X\∅ = X, ò.å.
{
X\[U ](X,τ) |U ∈ ∆

}
ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîêðûòèåì ïðîñòðàíñòâà (X, τ).

Èç êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà (X, τ) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî
ïîäïîêðûòèÿ {X\[U1](X,τ), · · · , X\[Un](X,τ)} ⊆ ∆, ò.å

n⋃
i=1

(X\[U ](X,τ)) = X.
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Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 8.11.1, ñóùåñòâóåò òàêîå A ∈ ∆, ÷òî
A ⊆

n⋂
i=1

Ui. Òîãäà ∅ 6= A ⊆
n⋂

i=1

Ui ⊆
n⋂

i=1

[Ui](X,τ) =
n⋂

i=1

(
X\(X\[Ui](X,τ)

)
=

X\
n⋃

i=1

(X\[Ui](X,τ)) = X\X = ∅.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå, çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü
⋂

U∈∆

[U ](X,τ) 6= ∅ â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå (X, τ) äëÿ ëþáîé ñîâîêóïíîñòè ∆, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì íåêî-
òîðîãî ôèëüòðà Φ. Ïîêàæåì, ÷òî (X, τ) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò. å. ñóùåñòâóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå {Uγ |γ ∈ Γ}
ïðîñòðàíñòâà (X, τ), èç êîòîðîãî íåëüçÿ èçâëå÷ü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Γ̂ âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Γè äëÿ
êàæäîãî γ̂ = {γ1, γ2, .., γn} ∈ Γ̂ ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Abγ = X\

n⋃
i=1

Uγi
.

Ñîãëàñíî äîïóùåíèþ,
n⋃

i=1

Uγi
6= X. Òàê êàê

n⋃
i=1

Uγi
∈ τ , òî êàæäîå Abγ

ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (X, τ), è
çíà÷èò, Abγ = [Abγ](X,τ).

Òàê êàê A{γ1,..,γn} ∩ A{γ′1,..,γ′k} = A{γ1,..,γn,γ′1,··· ,γ′k} ∈ ∆, òî ñîãëàñíî
òåîðåìå 8.12, ∆ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì íåêîòîðîãî ôèëüòðà íà ìíîæåñòâå X,
è ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû,

⋂
bγ∈bΓ

Abγ =
⋂
bγ∈bΓ

[Abγ](X,τ) 6= ∅. Ëåãêî çàìåòèòü,

÷òî
⋂
bγ∈bΓ

Abγ =
⋂

γ∈Γ

A{γ}.

Òîãäà X =
⋃

γ∈Γ

Uγ =
⋃

γ∈Γ

(
X\A{γ}

)
= X\ ⋂

γ∈Γ

A{γ} = X\ ⋂
bγ∈bΓ

Abγ, è çíà÷èò,
⋂
bγ∈bΓ

Abγ = ∅.
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ ðàíåå äîêàçàííûì.
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

8.14. Òåîðåìà. Ïóñòü (X, τ1) è (Y, τ2) � òîïîëîãè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà è f : (X, τ1) → (Y, τ2)- íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.
Åñëè A ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïîäìíîæåñòâîì â òîïîëîãè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå (X, τ1), òî è B = f(A) áóäåò êîìïàêòíûì ïîäìíîæåñò-
âîì â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (Y, τ2) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü {Uγ |γ ∈ Γ} � òàêàÿ ñîâîêóïíîñòü îòêðûòûõ
ïîäìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå (Y, τ2), ÷òî B ⊆ ⋃

γ∈Γ

Uγ. Èç íåïðåðûâíîñòè
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îòîáðàæåíèÿ f : (X, τ1) → (Y, τ2) (ñì. òåîðåìó 5.13) ñëåäóåò, ÷òî
Vγ = f−1 (Uγ) ∈ τ1 äëÿ êàæäîãî γ ∈ Γ, ïðè÷åì
A ⊆ f−1 (B) ⊆ f−1(

⋃
γ∈Γ

Uγ) =
⋃

γ∈Γ

f−1 (Uγ) =
⋃

γ∈Γ

Vγ.

Òàê êàê ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì â ïðîñòðàíñòâå (X, τ1), òî
èç òåîðåìû 8.6 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ
γ1, ..., γn ∈ Γ, ÷òî A ⊆

n⋃
i=1

Vγi
. Òîãäà

B = f(A) ⊆ f(
n⋃

i=1

Vγi
) =

n⋃
i=1

f(Vγi
) ⊆

n⋃
i=1

Uγi
, è çíà÷èò, ñîãëàñíî

òåîðåìå 8.6, B = f(A) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïîäìíîæåñòâîì â òîïîëî-
ãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (Y, τ2).

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

8.15. Ñëåäñòâèå. Ïóñòü (X, τ1) è (Y, τ2) � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñò-
ðàíñòâà è f : (X, τ1) → (Y, τ2) � íåïðåðûâíîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæå-
íèå. Åñëè (X, τ1) � êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî è
(Y, τ2) áóäåò êîìïàêòíûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

8.16. Òåîðåìà. Ïóñòü X è Y � ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà è
f : X → Y � ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Åñëè τ � òàêàÿ òîïîëîãèÿ
íà ìíîæåñòâå Y, ÷òî (Y, τ) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì
è τ1- ïðîîáðàç òîïîëîãèè τ îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ f (ñì.5.20 è
5.21), òî (X, τ1) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè {Uγ |γ ∈ Γ} � îòêðûòîå ïîêðûòèå ïðîñòðàí-
ñòâà (X, τ1), òî äëÿ êàæäîãî γ ∈ Γ ñóùåñòâóåò òàêîå Vγ ∈ τ , ÷òî
Uγ = f−1(Vγ). Òîãäà Y = f(X) = f(

⋃
γ∈Γ

Uγ) = f(
⋃

γ∈Γ

f−1(Vγ)) =
⋃

γ∈Γ

Vγ, è

çíà÷èò, {Vγ |γ ∈ Γ} ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ïîêðûòèåì ïðîñòðàíñòâà (Y, τ).
Èç êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà (Y, τ) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî
ïîäïîêðûòèÿ {Vγ1 , .., Vγn}. Òîãäà
X = f−1 (Y ) = f−1

(
n⋃

i=1

Vγi

)
=

⋃
γ∈Γ

f−1 (Vγi
) =

n⋃
i=1

Uγi
, è çíà÷èò, (X, τ1)

ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì.
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

8.17. Òåîðåìà. Çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî A êîìïàêòíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà (X, τ) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ∆ = {Vγ|γ ∈ Γ} � òàêàÿ ñîâîêóïíîñòü
îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ), ÷òî
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A ⊆ ⋃
γ∈Γ

Vγ. Òîãäà ñîâîêóïíîñòü {Vγ|γ ∈ Γ} ∪ {X\A} ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì

ïîêðûòèåì ïðîñòðàíñòâà (X, τ). Èç êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà (X, τ)
ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ïîäïîêðûòèÿ Ω ïðîñòðàíñòâà (X, τ),
è çíà÷èò, A ⊆ ⋃

U∈Ω

U. Òàê êàê A ∩ (X\A) = ∅, òî A ⊆ ⋃
U∈Ω\{X\A}

U

è Ω\{X\A} ⊆ ∆. Ñîãëàñíî òåîðåìå 8.6, A ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì
ìíîæåñòâîì â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ).

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

8.18. Òåîðåìà. Åñëè òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ) ÿâëÿåòñÿ
Õàóñäîðôîâûì (ò.å. óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå T2 (ñì. 7.1) ) è
A � êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (X, τ), òî A ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (X, τ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî A íå ÿâëÿåòñÿ çàìê-
íóòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (X, τ). Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå
3.15, [A](X,τ)\A 6= ∅. Åñëè a ∈ [A](X,τ)\A, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 8.9,
Φa = {U ∩ A |U � îêðåñòíîñòü òî÷êè a â (X, τ)} ÿâëÿåòñÿ ôèëüòðîì íà
ìíîæåñòâå A. Òàê êàê ñàì ôèëüòð ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì äëÿ ñåáÿ, òî èç
êîìïàêòíîñòè ïðîñòðàíñòâà (A, τ |A) (ñì. òåîðåìó 8.13) ñëåäóåò, ÷òî⋂
B∈Φa

[B](A,τ |A) 6= ∅. Åñëè b ∈ ⋂
B∈Φa

[B](A,τ |A), òî b ∈ A, è çíà÷èò, b 6= a.

Òàê êàê (X, τ) ÿâëÿåòñÿ Õàóñäîðôîâûì ïðîñòðàíñòâîì, òî òî÷êè a è b
îáëàäàþò òàêèìè îêðåñòíîñòÿìè U0 è V0, ñîîòâåòñòåííî, ÷òî U0 ∩V0 = ∅.
Òîãäà b íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ê ìíîæåñòâó U0, è çíà÷èò, b /∈
[U0](X,τ) ⊇ [U0∩A](X,τ) ⊇ [U0∩A](X,τ)

⋂
A ⊇ [U0∩A](A,τ |A) ⊇

⋂
B∈Φa

[B](A,τ |A).

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ âûáîðîì ýëåìåíòà b ∈ ⋂
B∈Φa

[B](A,τ |A).
Ýòèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàâåðøåíî.

8.19. Òåîðåìà. Âñÿêîå êîìïàêòíîå Õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî (X, τ)
ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ïðîñòðàíñòâîì (ñì. 7.1).

Äîêàçàòåëüñòâî.Äîêàæåì âíà÷àëå, ÷òî (X, τ) ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì
ïðîñòðàíñòâîì.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèÿ 7.3.1, â ïðîñòðàíñòâå (X, τ) âûïîëíÿåòñÿ àêñè-
îìà T1. Ïðîâåðèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå (X, τ) âûïîëíÿåòñÿ è àêñèîìà T3.

Ïóñòü a ∈ X è F � òàêîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå
(X, τ), ÷òî a /∈ F . Òàê êàê (X, τ) ÿâëÿåòñÿ Õàóñäîðôîâûì ïðîñòðàíñòâîì,
òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà b ∈ F ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè Ub è
Vb ýëåìåíòîâ a è b, ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî Ub ∩ Vb = ∅. Òàê êàê âñÿêàÿ
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òî÷êà òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà îáëàäàåò áàçèñîì îêðåñòíîñòåé,
ñîñòîÿùèì èç îòêðûòûõ ìíîæåñòâ (ñì. òåîðåìó 2.6), òî ìîæåì ñ÷èòàòü,
÷òî Ub è Vb ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 8.17, F ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì â òîïî-
ëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ). Òàê êàê F =

⋃
b∈F

{b} ⊆ ⋃
b∈F

Vb, òî, ïî
òåîðåìå 8.6, ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ÷èñëî ìíîæåñòâ Vb1 , · · · , Vbn , ÷òî
F ⊆

n⋃
i=1

Vbi
. Òîãäà (ñì. òåîðåìó 1.2)

n⋂
i=1

Ubi
∈ τ è a ∈

n⋂
i=1

Ubi
, ïðè÷åì

(
n⋂

i=1

Ubi
) ∩ (

n⋃
i=1

Vbi
) ⊆

n⋃
i=1

(Ubi
∩ Vbi

) = ∅.

Ïîñêîëüêó
n⋃

i=1

Vbi
∈ τ , òî èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà a è ìíîæåñòâà

F ñëåäóåò ðåãóëÿðíîñòü ïðîñòðàíñòâà (X, τ).

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (X, τ) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì
ïðîñòðàíñòâîì.

Ïóñòü A è B � òàêèå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå (X, τ), ÷òî
A ∩ B = ∅. Ñîãëàñíî, äîêàçàííîìó âûøå, äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà b ∈ B
ñóùåñòâóþò òàêèå îòêðûòûå ìíîæåñòâà Vb è Ub, ÷òî b ∈ Vb, A ⊆ Ub è
Ub ∩ Vb = ∅.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 8.17, B ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì â òîïîëî-
ãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ).Òàê êàê B =

⋃
b∈B

{b} ⊆ ⋃
b∈B

Vb, òî, ñîãëàñíî
òåîðåìå 8.6, ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ÷èñëî ìíîæåñòâ Vb1 , · · · , Vbn , ÷òî
B ⊆

n⋃
i=1

Vbi
. Òîãäà (ñì. òåîðåìó 1.2)

n⋂
i=1

Ubi
∈ τ è A ⊆

n⋂
i=1

Ubi
, ïðè÷åì

(
n⋂

i=1

Ubi
) ∩ (

n⋃
i=1

Vbi
) ⊆

n⋃
i=1

(Ubi
∩ Vbi

) = ∅.

Ïîñêîëüêó
n⋃

i=1

Vbi
∈ τ , òî èç ïðîèçâîëüíîñòè ìíîæåñòâ A è B ñëåäóåò,

÷òî ïðîñòðàíñòâî (X, τ) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì.
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Èç ýòîé òåîðåìû è óòâåðæäåíèÿ 7.3.4 ëåãêî ñëåäóåò:
8.20. Ñëåäñòâèå. Âñÿêîå êîìïàêòíîå Õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî

(X, τ) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðåãóëÿðíûì ïðîñòðàíñòâîì (ñì. 7.1).
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9. ÑÂßÇÍÛÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ.

9.1. Îïðåäåëåíèå. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ) íàçûâàåòñÿ
ñâÿçíûì , åñëè â íåì íåò äðóãèõ îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ êðîìå ∅
è X.

Ïîäìíîæåñòâî A òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, τ) íàçûâàåòñÿ
ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ), åñëè
òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (A, τ |A) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.

9.2. Óïðàæíåíèÿ. Âûÿñíèòü ñâÿçíîñòü ñëåäóþùèõ òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðîñòðàíñòâ è ìíîæåñòâ.

9.2.1. (X, τ) � àíòèäèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî.
9.2.2. Îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî A = {a} â ïðîèçâîëüíîì òîïîëî-

ãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ).
9.2.3. Â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå ìíîæåñòâî A, ñîäåðæàùåãî áîëüøå

îäíîãî ýëåìåíòà.
9.2.4. Ïóñòü X = {a, b, c} è τ = {X, ∅, {a} , {a, b}}.
9.2.5. Ïðîñòðàíñòâî (R, τèíò) äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ èíòåðâàëüíîé

òîïîëîãèåé.

9.3. Òåîðåìà. Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà
âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

9.3.1. Åñëè A � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (X, τ),
òî äëÿ ëþáîãî îòêðûòî-çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà U òîïîëîãè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà (X, τ) ëèáî A ⊆ U, ëèáî A ∩ U = ∅;

9.3.2. Åñëè {Aγ |γ ∈ Γ} � òàêàÿ ñîâîêóïíîñòü ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ
â (X, τ), ÷òî

⋂
γ∈Γ

Aγ 6= ∅, òî B =
⋃

γ∈Γ

Aγ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì

ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (X, τ) ;

9.3.3. Åñëè A � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (X, τ), òî
D = [A](X,τ) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (X, τ) .

Äîêàçàòåëüñòâî.
9.3.1. Åñëè U � îòêðûòî-çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (X, τ) ,

òî A∩U áóäåò îòêðûòî-çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (A, τ |A).
Èç ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà A ñëåäóåò, ÷òî, ëèáî A∩U = ∅, ëèáî A∩U = A,
è òîãäà A ⊆ U.
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Ýòèì óòâåðæäåíèå 9.3.1 äîêàçàíî.

9.3.2. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî
⋃

γ∈Γ

Aγ = B íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì

ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (X, τ) .

Òàê êàê
⋂

γ∈Γ

Aγ 6= ∅, òî âûáåðåì íåêîòîðûé ýëåìåíò a ∈ ⋂
γ∈Γ

Aγ.

Ïî äîïóùåíèþ ìíîæåñòâî B íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, è çíà÷èò, ñóùåñòâóåò
òàêîå îòêðûòî-çàìêíóòîå ìíîæåñòâî U â ïðîñòðàíñòâå (B, τ |B), ÷òî
U 6= B è U 6= ∅. Òîãäà V = B\U òîæå áóäåò îòêðûòî-çàìêíóòûì
ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (B, τ |B), ïðè÷åì V 6= B è V 6= ∅. Òàê êàê
B = U ∪ V , òî ëèáî a ∈ U , ëèáî a ∈ V .

Äîïóñòèì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî a ∈ U . Òîãäà a ∈ U ∩ Aγ äëÿ
êàæäîãî γ ∈ Γ, è çíà÷èò, Cγ = U ∩ Aγ 6= ∅ äëÿ êàæäîãî γ ∈ Γ. Òàê
êàê U � îòêðûòî-çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (B, τ |B), òî Cγ

áóäåò îòêðûòî-çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå
(
Aγ , (τ |B)|Aγ

)
(ñì.

òåîðåìû 4.1 è 4.4). Ïîñêîëüêó
τ |Aγ

= {Aγ ∩W |W ∈ τ} = {Aγ ∩B ∩W |W ∈ τ} = (τ |B)|Aγ ,
òî Cγ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå

(
Aγ , τ |Aγ

)
.

Èç òîãî, ÷òî Aγ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì ñëåäóåò, ÷òî ëèáî
Cγ = ∅ (íî âûøå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ýòî íå òàê), ëèáî Cγ = Aγ.

Òîãäà Aγ ⊆ U äëÿ ëþáîãî γ ∈ Γ, è çíà÷èò, U ⊆ B =
⋃

γ∈Γ

Aγ ⊆ U , ò.å.

B = U . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî U 6= B.
Ýòèì óòâåðæäåíèå 9.3.2 äîêàçàíî.

9.3.3. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî D = [A](X,τ) íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì
ìíîæåñòâîì. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå îòêðûòî-çàìêíóòîå ìíîæåñòâî U â
ïðîñòðàíñòâå (D, τ |D), ÷òî U 6= D è U 6= ∅. Âûáåðåì íåêîòîðûé ýëåìåíò
b ∈ D\U . Òàê êàê b ∈ D = [A](X,τ) , òî b áóäåò òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ
ê ìíîæåñòâóA â ïðîñòðàíñòâå (X, τ). Ïðè÷åì b ∈ D\U = V 6= D è V
ÿâëÿåòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â (D, τ |D)

Èç òîãî, ÷òî b ∈ D = [A](X,τ) ñëåäóåò, ÷òî b ∈ D ∩ [A](X,τ) = [A](D,τ |D)

(ñì òåîðåìó 4.6).
Òàê êàê V ÿâëÿåòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå

(D, τ |D), òî V áóäåò îêðåñòíîñòüþ òî÷êè b â ïðîñòðàíñòâå (D, τ |D), è
çíà÷èò, ∅ 6= V ∩ A.

Òîãäà V ∩ A áóäåò íåïóñòûì îòêðûòî-çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â
ñâÿçíîì ïðîñòðàíñòâå (A, τ |A), à ïîòîìó, V ∩ A = A, ò.å. A ⊆ V . Òàê
êàê D = D ∩ [A](X,τ) = [A](D,τ |D) ⊆ [V ](D,τ |D) = V ⊆ D, òî V = D.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî V 6= D. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî
[A](X,τ1) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (X, τ).
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Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

9.4. Òåîðåìà. Ïóñòü (X, τ1) è (Y, τ2) � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàí-
ñòâà, è f : (X, τ1) → (Y, τ2) � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Åñëè
A � ñâÿçíîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (X, τ1), òî C = f(A) ÿâëÿåòñÿ
ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (Y, τ2) .

Äîêàçàòåëüñòâî.Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî C = f(A) íå ÿâëÿåòñÿ
ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (Y, τ2). Òîãäà (C, τ |C) íå ÿâëÿåòñÿ
ñâÿçíûì ïðîñòðàíñòâîì, è çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêîå îòêðûòî-çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî U â ïðîñòðàíñòâå (C, τ |C), ÷òî U 6= C è U 6= ∅.

Òàê êàê f |A : (A, τ |A) → (C, τ |C) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíè-
åì (ñì. òåîðåìû 5.18 è 5.19), òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.13, V = f−1(U) áóäåò
îòêðûòî-çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (A, τ |A). Òàê êàê
f |A : A → C = f(A) ÿâëÿåòñÿ ñþðüåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì, òî (ñì.
5.7.2) f−1(U) 6= ∅ è f |A(f |A−1 (U)) = U 6= C = f(A), è çíà÷èò,
f |A−1 (U) 6= A.

Èòàê, V = f |A−1 (U) ÿâëÿåòñÿ íåïóñòûì îòêðûòî-çàìêíóòûì ìíî-
æåñòâîì îòëè÷íûì îò A. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî A � ñâÿçíîå
ìíîæåñòâî.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

9.5. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è
a ∈ X. Ñâÿçíîé êîìïîíåíòîé Ca òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ) íàçûâà-
åòñÿ îáúåäèíåíèå âñåõ ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ òî÷êó a.

9.6. Òåîðåìà (Ñâîéñòâà ñâÿçíûõ êîìïîíåíò òî÷åê). Åñëè
(X, τ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è a, b ∈ X � ðàçëè÷íûå òî÷êè,
òî âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

9.6.1 Ca ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì, ñîäåðæàùèì
òî÷êó a;

9.6.2. Ëèáî Ca ∩ Cb = ∅ , ëèáî Ca = Cb.

Äîêàçàòåëüñòâî.
9.6.1. Ïóñòü ∆ = {Aγ |γ ∈ Γ} � ìíîæåñòâî âñåõ ñâÿçíûõ ìíîæåñòâ â

ïðîñòðàíñòâå (X, τ), ñîäåðæàùèõ òî÷êó a. Òàê êàê {a} ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì
ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (X, τ), ñîäåðæàùèì òî÷êó a, òî ∆ 6= ∅, è
çíà÷èò a ∈ Ca.

Ïîñêîëüêó a ∈ ⋂
γ∈Γ

Aγ, òî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 9.3.2, Ca =
⋃

γ∈Γ

Aγ

ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì.
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Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 9.3.3, [Ca](X,τ) áóäåò ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì,
ïðè÷åì a ∈ [Ca](X,τ), è çíà÷èò, [Ca](X,τ) ∈ ∆. Òîãäà
Ca =

⋃
γ∈Γ

Aγ ⊇ [Ca](X,τ) ⊇ Ca, è çíà÷èò Ca = [Ca](X,τ), ò.å. Ca � çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî.

Ýòèì óòâåðæäåíèå 9.6.1 äîêàçàíî.
9.6.2. Åñëè Ca ∩ Cb 6= ∅, òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 9.3.2, D = Ca ∪ Cb

ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (X, τ). Òàê êàê a ∈ Ca ⊆ D
è b ∈ Cb ⊆ D, òî èç îïðåäåëåíèÿ 9.5 ñëåäóåò, ÷òî Ca ⊇ D è Cb ⊇ D. Òîãäà
Ca ⊆ D ⊆ Ca è D ⊆ Cb ⊆ D, è çíà÷èò, Ca = D è Cb = D, ò.å. Ca = Cb.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

9.7. Îïðåäåëåíèå. Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ) íàçûâàåòñÿ
âïîëíå íåñâÿçíûì, åñëè Ca = {a} äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ X, ò.å. åñëè âñÿêîå
íåïóñòîå ñâÿçíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îäíîýëåìåíòíûì.

9.8. Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêîå âïîëíå íåñâÿçíîå ïðîñòðàí-
ñòâî ÿâëÿåòñÿ T1-ïðîñòðàíñòâîì.
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10. ÏÐÎÈÇÂÅÄÅÍÈß

ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂ.

10.1. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ∆ = {Xγ|γ ∈ Γ} � íåïóñòàÿ ñîâîêóïíîñòü
íåïóñòûõ ìíîæåñòâ Xγ. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

_

X = {f : Γ → ⋃
γ∈Γ

Xγ|f(γ) ∈ Xγ äëÿ γ ∈ Γ}.

Ýòî ìíîæåñòâî
_

X íàçîâåì ïðîèçâåäåíèåì ñîâîêóïíîñòè ∆ ìíîæåñòâ
è áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ÷åðåç

∏
γ∈Γ

Xγ.

10.2. Çàìå÷àíèå. Åñëè Γ = {1, · · · , n}, òî êàæäîå îòîáðàæåíèå
f ∈ _

X ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (f(1), · · · , f(n)).
Òîãäà

_

X = {(x1, · · · , xn)|xi ∈ Xi äëÿ i = 1, · · · , n}.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè n = 2, òî

_

X = {(x1, x2)|x1 ∈ X1, x2 ∈ X2).
Åñëè Γ = {1, · · · , n}, òî âìåñòî çàïèñè

∏
γ∈Γ

Xγ áóäåì èíîãäà ïèñàòü

X1 ×X2 × · · · ×Xn èëè
n∏

i=1

Xi.

10.3. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ∆ = {Xγ|γ ∈ Γ} è
_

X =
∏
γ∈Γ

Xγ. Äëÿ

êàæäîãî γ ∈ Γ îòîáðàæåíèå πγ :
_

X → Xγ, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó
πγ(f) = f(γ) äëÿ ëþáîãî f ∈ _

X, íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèåé ìíîæåñòâà
_

X íà
ìíîæåñòâî Xγ.

Åñëè Γ = {1, · · · , n}, òî äëÿ ëþáîãî 1 ≤ i ≤ n èìååì
πi(x1, · · · , xn) = xi.

10.4. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíà íåïóñòàÿ ñîâîêóïíîñòü
∆ = {(Xγ, τγ)|γ ∈ Γ} òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è

_

X =
∏
γ∈Γ

Xγ. Äëÿ

êàæäîãî γ ∈ Γ ðàññìîòðèì íà ìíîæåñòâå
_

X òîïîëîãèþ _
τ γ, êîòîðàÿ ÿâëÿ-

åòñÿ ïðîîáðàçîì òîïîëîãèè τγ îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ πγ :
_

X → Xγ

(ñì. 5.21) è òîïîëîãèþ _
τ = sup{_

τ γ|γ ∈ Γ}. (ñì. òåîðåìó 6.12).
Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (

_

X,
_
τ ) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñîâî-

êóïíîñòè ∆ = {(Xγ, τγ)|γ ∈ Γ} òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è îáîç-
íà÷àåòñÿ (

_

X,
_
τ ) =

∏
γ∈Γ

(Xγ, τγ).
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10.5. Òåîðåìà. Ïóñòü ∆ = {(Xγ, τγ)|γ ∈ Γ}−− íåïóñòàÿ ñîâîêóï-
íîñòü òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è (

_

X,
_
τ ) =

∏
γ∈Γ

(Xγ, τγ) � ïðîèçâå-

äåíèå ýòîé ñîâîêóïíîñòè. Òîãäà äëÿ êàæäîãî λ ∈ Γ ïðîåêöèÿ
πλ : (

_

X,
_
τ ) → (Xλ, τλ) ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì, íåïðåðûâíûì è îòêðû-

òûì îòîáðàæåíèåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Xγ 6= ∅, äëÿ ëþáîãî γ ∈ Γ, òî â êàæäîì
Xγ ìîæåì çàôèêñèðîâàòü íåêîòîðûé ýëåìåíò aγ.

Ïóñòü òåïåðü λ ∈ Γ è b � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç Xλ. Òîãäà
îòîáðàæåíèå f : Γ → ⋃

γ∈Γ

Xγ, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó, f(γ) = aγ ∈ Xγ

åñëè γ 6= λ è f(γ) = b ∈ Xλ åñëè γ = λ, ïðèíàäëåæèò
_

X, ïðè÷åì
πλ(f) = b. Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà b ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå
πλ :

_

X → Xλ ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì.
Ïðîâåðèì òåïåðü íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ πλ : (

_

X,
_
τ ) → (Xλ, τλ).

Åñëè _
τ λ � ïðîîáðàç òîïîëîãèè τλ îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ

πλ :
_

X → (Xλ, τλ), òî ñîãëàñíî òåîðåìå 5.22 îòîáðàæåíèå
πλ : (

_

X,
_
τ λ) → (Xλ, τλ) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è îòêðûòûì. Òàê êàê

_
τ = sup{τγ|γ ∈ Γ}, òî _

τ ≥ τλ, è çíà÷èò, (ñì. îïðåäåëåíèå 6.1 è òåîðåìó
5.13) îòîáðàæåíèå πλ : (

_

X,
_
τ ) → (Xλ, τλ) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.

Ïðîâåðèì òåïåðü îòêðûòîñòü îòîáðàæåíèÿ πλ : (
_

X,
_
τ ) → (Xλ, τλ).

Ïóñòü òåïåðü
_

U ∈ _
τ è U = πλ(

_

U). Åñëè a ∈ U = πλ(
_

U), òî ñóùåñòâóåò
òàêîå f0 ∈

_

U , ÷òî a = f0(λ). Òàê êàê
_

U ∈ _
τ , è _

τ = sup{_
τ γ|γ ∈ Γ}(ñì.

îïðåäåëåíèå 10.4), òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 6.13, ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå
÷èñëî ýëåìåíòîâ γ1, · · · , γn ∈ Γ è êîíå÷íîå ÷èñëî îêðåñòíîñòåé

_

U1, · · · ,
_

Un

ýëåìåíòà f0 â ïðîñòðàíñòâàõ (
_

X,
_
τ γ1), · · · , (

_

X,
_
τ γn), ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî

n⋂
i=1

_

U i ⊆
_

U .

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
_

U i ∈ _
τ γi

(â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå â êà÷åñòâå

_

U i âçÿëè áû îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå f0 è
ñîäåðæàùååñÿ â

_

U i). Òîãäà
_

U i = π−1
γi

(Ui) äëÿ íåêîòîðîãî Ui ∈ τγi
, ïðè÷åì

f0(γi) ∈ Ui äëÿ 1 ≤ i ≤ n.
Âîçüìåì Uλ = Xλ åñëè λ /∈ {γ1, · · · , γn} è Uλ = Us åñëè λ = γs äëÿ

1 ≤ s ≤ n. Òîãäà Uλ ∈ τλ è a = f0(λ) ∈ Uλ.
Ïðîâåðèì, ÷òî Uλ ⊆ U . Åñëè b � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç Uλ, òî

ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå fb : Γ → ⋃
γ∈Γ

Xγ, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó,
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fb(λ) = b è fb(γ) = f0(γ) åñëè γ 6= λ.
Òàê êàê πγi

(fb) = fb(γi) = f0(γi) ∈ Ui åñëè 1 ≤ i ≤ n è γi 6= λ è
fb(λ) = b ∈ Uλ = Us åñëè λ = γs äëÿ 1 ≤ i ≤ n. òî fb ∈ π−1

γi
(Ui) =

_

U i äëÿ
1 ≤ i ≤ n, è çíà÷èò, fb ∈

n⋂
i=1

_

U i ⊆
_

U . Òîãäà

b = fb(λ) = πλ(fb) ∈ πλ(
_

U) = U . Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà b ñëåäóåò,
÷òî Uλ ⊆ U . Çíà÷èò, U ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå
(Xλ, τλ), ò.å. U ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ëþáîé ñâîåé òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå
(Xλ, τλ)

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.3.4, U ∈ τλ, ò.å. πλ(
_

U) = U ∈ τλ. Èç
ïðîèçâîëüíîñòè ìíîæåñòâà

_

U ∈ _
τ ñëåäóåò îòêðûòîñòü îòîáðàæåíèÿ

πλ : (
_

X,
_
τ ) → (Xλ, τλ).

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

10.6. Òåîðåìà. Ïóñòü ∆ = {(Xγ, τγ)|γ ∈ Γ}− íåïóñòàÿ ñîâîêóï-
íîñòü òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, (

_

X,
_
τ ) =

∏
γ∈Γ

(Xγ, τγ) � ïðîèçâåäåíèå

ýòîé ñîâîêóïíîñòè è f0 ∈
_

X. Åñëè λ ∈ Γ è
_

Xλ = {f ∈ _

X|f(γ) = f0(γ) äëÿ γ 6= λ}, òî îòîáðàæåíèå
πλ|_

Xλ

: (
_

Xλ,
_
τ |_

Xλ

) → (Xλ, τλ) ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê, ñîãëàñíî òåîðåìå 10.5, îòîáðàæåíèå
πλ : (

_

X,
_
τ ) → (Xλ, τλ) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, òî, ïî òåîðåìå 5.19,

îòîáðàæåíèå πλ|_
Xλ

: (
_

Xλ,
_
τ |_

Xλ

) → (Xλ, τλ) áóäåò íåïðåðûâíûì.
Ïóñòü òåïåðü V ∈ _

τ |_
Xλ

è Vλ = πλ(V ). Ïîêàæåì, ÷òî Vλ ∈ τλ, ò.å. ÷òî
Vλ ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ëþáîé ñâîåé òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå (Xλ, τλ).

Åñëè a ∈ Vλ = πλ(V ), òî ñóùåñòâóåò òàêîå f0 ∈ V , ÷òî a = f0(λ).
Òàê êàê V =

_

Xλ∩
_

U , äëÿ íåêîòîðîãî
_

U ∈ _
τ , ãäå _

τ = sup{_
τ γ|γ ∈ Γ}(ñì.

îïðåäåëåíèå 10.4), òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 6.13, ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå
÷èñëî ýëåìåíòîâ γ1, . . . , γn ∈ Γ è îêðåñòíîñòè

_

U1, . . . ,
_

Un ýëåìåíòà f0 â
ïðîñòðàíñòâàõ (

_

X,
_
τ γ1), . . . , (

_

X,
_
τ γn), ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî

n⋂
i=1

_

U i ⊆
_

U .
Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 10.5, íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæåì

ñ÷èòàòü, ÷òî
_

U i ∈ _
τ γi

. Òîãäà
_

U i = π−1
γi

(Ui), äëÿ íåêîòîðîãî Ui ∈ τγi
è

f0(γi) = πγi
(f0) ∈ πγi

(π−1
γi

(Ui) = Ui äëÿ 1 ≤ i ≤ n.
Âîçüìåì Uλ = Xλ åñëè λ /∈ {γ1, · · · , γn} è Uλ = Uk åñëè λ = γk. Òîãäà

Uλ ∈ τλ è a = f0(λ) ∈ Uλ.
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Ïðîâåðèì, ÷òî Uλ ⊆ V .
Åñëè b � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç Uλ, òî ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

fb : Γ → ⋃
γ∈Γ

Xγ, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó fb(λ) = b è fb(γ) = f0(γ), åñëè

γ 6= λ. Òîãäà fb ∈
_

Xλ.
Òàê êàê πγi

(fb) = fb(γi) = f0(γi) ∈ Ui åñëè 1 ≤ i ≤ n è γi 6= λ è
fb(λ) = b ∈ Uλ = Ui åñëè γi = λ, òî fb ∈ π−1

γi
(Ui) =

_

U i äëÿ 1 ≤ i ≤ n, è
çíà÷èò, fb ∈

n⋂
i=1

_

U i ⊆
_

U . Òîãäà fb ∈
_

U ∩ _

Xλ, è çíà÷èò,

b = fb(λ) = πλ(fb) ∈ πλ(
_

U ∩ _

Xλ) = πλ(V ) = Vλ.
Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà b ñëåäóåò, ÷òî Uλ ⊆ Vλ, è çíà÷èò, Vλ

ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (Xλ, τλ), ò.å. Vλ ÿâëÿåòñÿ
îêðåñòíîñòüþ ëþáîé ñâîåé òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå (Xλ, τλ).

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.3.4, U ∈ τλ. Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå
πλ|_

Xλ

: (
_

Xλ,
_
τ ) → (Xλ, τλ) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.

Ïðîâåðèì òåïåðü, ÷òî îòîáðàæåíèå πλ|_
Xλ

:
_

Xλ → Xλ ÿâëÿåòñÿ
áèåêöèåé.

Ïóñòü f1, f2 ∈
_

Xλ è f1 6= f2. Òàê êàê f1(γ) = f0(γ) = f2(γ) äëÿ ëþáîãî
γ 6= λ (ñì. âûøå, îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà

_

Xλ) , òî f1(λ) 6= f2(λ). Òîãäà
πλ(f1) = f1(λ) 6= f2(λ) = πλ(f2), ò.å. îòîáðàæåíèå πλ|_

Xλ

:
_

Xλ → Xλ

ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì.
Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà

_

Xλ ëåãêî ñëåäóåò òàê æå, ÷òî îòîáðàæåíèå
πλ|_

Xλ

:
_

Xλ → Xλ ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì, è çíà÷èò, îòîáðàæåíèå

πλ|_
Xλ

:
_

Xλ → Xλ ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì.

Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî îòîáðàæåíèå πλ|_
Xλ

: (
_

Xλ,
_
τ ) → (Xλ, τλ)

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, îòêðûòûì è áèåêòèâíûì, ò.å. îíî ÿâëÿåòñÿ
ãîìåîìîðôèçìîì.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

10.7. Òåîðåìà. Ïóñòü ∆ = {(Xγ, τγ)|γ ∈ Γ} � íåïóñòàÿ
ñîâîêóïíîñòü òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ,
(

_

X,
_
τ ) =

∏
γ∈Γ

(Xγ, τγ) � ïðîèçâåäåíèå ýòîé ñîâîêóïíîñòè è

f ∈ ∏
γ∈Γ

(Xγ, τγ) . Òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

10.7.1. Åñëè S � êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Γ è äëÿ
êàæäîãî γ ∈ S â ïðîñòðàíñòâå (

_

X,
_
τ ) çàäàíà íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü
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Uγ òî÷êè πγ(f), òî W =
⋂

γ∈S

πγ
−1(Uγ) ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè

f â ïðîñòðàíñòâå (
_

X,
_
τ );

10.7.2 . Äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè
_

U òî÷êè f â ïðîñòðàíñòâå
(

_

X,
_
τ ) ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî S ìíîæåñòâà Γ,

÷òî äëÿ êàæäîãî γ ∈ S ñóùåñòâóåò òàêîå Uγ ∈ τγ, ÷òî
πγ(f) ∈ Uγ è

⋂
γ∈S

πγ
−1(Uγ) ⊆

_

U.

Äîêàçàòåëüñòâî.
10.7.1. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.1, äëÿ êàæäîãî γ ∈ S ñóùåñòâóåò

òàêîå Vγ ∈ τγ, ÷òî πγ(f) ∈ Vγ ⊆ Uγ. Òîãäà f ∈ π−1
γ (Vγ) ⊆ π−1

γ (Uγ) è π−1
γ (Vγ)

ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (
_

X ,
_
τ γ) (ñì. îïðåäåëåíèå

10.4) äëÿ êàæäîãî γ ∈ S. Ñëåäîâàòåëüíî, π−1
γ (Uγ) ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ

òî÷êè f â ïðîñòðàíñòâå (
_

X,
_
τ γ) äëÿ êàæäîãî γ ∈ S.

Òàê êàê _
τ = sup{_

τ γ|γ ∈ Γ}, òî π−1
γ (Uγ) ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè

f â ïðîñòðàíñòâå (
_

X,
_
τ ), è çíà÷èò (ñì. óòâåðæäåíèå 2.3.3),

_

W =
⋂

γ∈S

πγ
−1(Uγ) ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè f â ïðîñòðàíñòâå (

_

X,
_
τ ).

Ýòèì óòâåðæäåíèå 10.7.1 ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.
10.7.2. Ïóñòü òåïåðü

_

U � ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè f â
ïðîñòðàíñòâå (

_

X,
_
τ ). Òàê êàê (ñì. îïðåäåëåíèå 10.4) _

τ = sup{_
τ γ|γ ∈ Γ},

òî ñîãëàñíî òåîðåìå 6.14, ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî
S ⊆ Γ, è äëÿ êàæäîãî γ ∈ S ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü

_

W γ ýëåìåíòà
f â ïðîñòðàíñòâå (

_

X,
_
τ γ), ÷òî

_

U =
⋂

γ∈S

_

W γ.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.1, äëÿ êàæäîãî γ ∈ S ñóùåñòâóåò òàêîå
_

Uγ ∈ _
τ γ, ÷òî f ∈ _

Uγ ⊆ _

W γ. Äëÿ êàæäîãî γ ∈ S ñóùåñòâóåò òàêîå
îòêðûòîå ìíîæåñòâî Uγ ∈ τγ, ÷òî

_

Uγ = π−1
γ (Uγ), è çíà÷èò, πγ(f) ∈ Uγ.

Òîãäà
⋂

γ∈S

πγ
−1(Uγ) =

⋂
γ∈S

_

Uγ ⊆
⋂

γ∈S

_

W γ =
_

U .

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

10.8. Òåîðåìà. Ïóñòü ∆ = {(Xγ, τγ)|γ ∈ Γ} � íåïóñòàÿ
ñîâîêóïíîñòü òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Åñëè (

_

X,
_
τ ) =

∏
γ∈Γ

(Xγ, τγ)

� ïðîèçâåäåíèå ýòîé ñîâîêóïíîñòè è f ∈ ∏
γ∈Γ

(Xγ, τγ), òî òî÷êà f

îáëàäàåò áàçèñîì Bf îêðåñòíîñòåé â ïðîñòðàíñòâå (
_

X,
_
τ ), ñîñòîÿùèì
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èç âñåõ ïîäìíîæåñòâ
_

U ìíîæåñòâà
_

X, êàæäîå èç êîòîðûõ ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Áåðåì êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî S ⊆ Γ, è äëÿ êàæäîãî γ ∈ S
âûáèðàåì òàêîå Uγ ∈ τγ, ÷òî πγ(f) = f(γ) ∈ Uγ. Âîçüìåì
_

U =
⋂

γ∈S

πγ
−1(Uγ), ò.å.

_

U = {ϕ ∈ _

X|ϕ(γ) ∈ Uγ äëÿ ëþáîãî γ ∈ S}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê äëÿ êàæäîãî γ ∈ S ìíîæåñòâî Uγ ÿâëÿåòñÿ
îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà πγ(f) = f(γ) â ïðîñòðàíñòâå (Xγ, τγ), òî ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ 10.7.1,

_

U =
⋂

γ∈S

πγ
−1(Uγ) ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà

f â ïðîñòðàíñòâå (
_

X,
_
τ ), ò.å. ñîâîêóïíîñòü Bf óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó

óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ 2.4.
Òàê êàê, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 10.7.2, äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè

_

U

òî÷êè f â ïðîñòðàíñòâå (
_

X,
_
τ ) ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî

S ìíîæåñòâà Γ, è äëÿ êàæäîãî γ ∈ S ñóùåñòâóåò òàêîå îòêðûòîå
ìíîæåñòâî Uγ ∈ τγ, ÷òî πγ(f) ∈ Uγ è

⋂
γ∈S

πγ
−1(Uγ) ⊆

_

U , òî ñîâîêóïíîñòü

Bf óäîâëåòâîðÿåò è âòîðîìó óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ 2.4.
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

10.9. Òåîðåìà. Ïóñòü: ∆ = {(X1, τ1), · · · , (Xn, τn)} � êîíå÷íàÿ
íåïóñòàÿ ñîâîêóïíîñòü òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Åñëè
(

_

X
_
τ ) =

n∏
i=1

(Xi, τi) � ïðîèçâåäåíèå ýòîé ñîâîêóïíîñòè è f ∈
n∏

i=1

(Xi, τi),

òî òî÷êà (x1, · · · , xn) ∈ _

X îáëàäàåò òàêèì áàçèñîì B îêðåñòíîñòåé â
ïðîñòðàíñòâå (

_

X,
_
τ ), ñîñòîÿùèì èç âñåõ ïîäìíîæåñòâ

_

U ìíîæåñòâà
_

X, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Äëÿ êàæäîãî 1 ≤ i ≤ n âûáèðàåì òàêîå Ui ∈ τi, ÷òî xi ∈ Ui è

ïîëàãàåì
_

U = {(z1, · · · zn) ∈ _

X|zi ∈ Ui äëÿ 1 ≤ i ≤ n}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 10.8, ìíîæåñòâî
_

U = {(z1, · · · zn) ∈ _

X|zi ∈ Ui äëÿ 1 ≤ i ≤ n} ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ
ýëåìåíòà (x1, · · · , xn) â ïðîñòðàíñòâå (

_

X,
_
τ ) =

n∏
i=1

(Xi, τi), ò.å. B óäîâëåò-
âîðÿåò ïåðâîìó óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ 2.4.

Êðîìå òîãî, åñëè
_

V � îêðåñòíîñòü ýëåìåíòà (x1, · · · , xn) â ïðîñòðàíñòâå
(

_

X,
_
τ ) =

n∏
i=1

(Xi, τi), òî ñîãëàñíî òåîðåìå 10.8, ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå
ïîäìíîæåñòâî S ⊆ {1, · · · , n} è äëÿ êàæäîãî k ∈ S âûáðàíî òàêîå
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Uk ∈ τk, ÷òî πk(x1, · · · , xn) = xk ∈ Uk è
_

V ⊇ _

U = {ϕ ∈ _

X|ϕ(γ) ∈ Uγγ ∈ S} =
⋂

γ∈S

πγ
−1(Uγ). Òîãäà, åñëè äëÿ

êàæäîãî i ∈ {1, · · · , n}\S âîçüìåì Ui = Xi, òî ïîëó÷èì, ÷òî
⋂

γ∈S

π−1
γ (Uγ) =

n⋂
i=1

π−1
i (Ui) = {(z1, · · · , zn) ∈ _

X|zi ∈ Ui äëÿ 1 ≤ i ≤ n}, è

çíà÷èò,
_

V ⊇ {(z1, · · · , zn) ∈ _

X|zi ∈ Ui1 ≤ i ≤ n} =
_

U , ò.å. B óäîâëåòâîðÿåò
è âòîðîìó óñëîâèþ îïðåäåëåíèÿ 2.4.

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

10.10. Òåîðåìà. Ïóñòü ∆ = {(Xγ, τγ)|γ ∈ Γ} � íåïóñòàÿ
ñîâîêóïíîñòü òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è ∅ 6= S ⊂ Γ. Òîãäà
òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà (

_

X,
_
τ ) =

∏
γ∈Γ

(Xγ, τγ) è

(
∏
γ∈S

(Xγ, τγ))× (
∏

γ∈Γ\S
(Xγ, τγ)) ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå
_

ψ :
∏
γ∈Γ

Xγ → (
∏
γ∈S

Xγ)× (
∏

γ∈Γ\S
Xγ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Åñëè f ∈ ∏
γ∈Γ

Xγ, òî ðàññìîòðèì f ′ = f |S è f ′′ = f |Γ\S. Òîãäà

f ′ ∈ (
_

X ′, _
τ
′
) =

∏
γ∈S

Xγ è f ′′ ∈ (
_

X ′′,
_

τ ′′) =
∏

γ∈Γ\S
Xγ. Ïîëîæèì

_

ψ(f) = (f ′, f ′′). Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî
_

ψ :
∏
γ∈Γ

Xγ → (
∏
γ∈S

Xγ)× (
∏

γ∈Γ\S
Xγ) ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì.

Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå

_

ψ : (
_

X,
_
τ ) =

∏
γ∈Γ

(Xγ, τγ) → (
_

X ′,
_

τ ′)× (
_

X ′′,
_

τ ′′) =

(
∏
γ∈S

(Xγ, τγ))× (
∏

γ∈Γ\S
(Xγ, τγ))

ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì.
Ïóñòü

_

U ∈ _
τ è W =

_

ψ(
_

U). Åñëè (f ′, f ′′) ∈ W è f � òàêîé ýëåìåíò
èç

_

X, ÷òî f(γ) = f ′(γ) äëÿ γ ∈ S è f(γ) = f ′′(γ) äëÿ γ ∈ Γ\S, òî
f ∈ _

ψ
−1

(W ) =
_

U . Òàê êàê
_

U ∈ _
τ , òî

_

U ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà
f â ïðîñòðàíñòâå (

_

X,
_
τ ).
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Ñîãëàñíî òåîðåìå 10.8, ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî
∆ ⊆ Γ è äëÿ êàæäîãî γ ∈ ∆ ñóùåñòâóåò òàêîå Uγ ∈ τγ, ÷òî
_

U ⊇ {ϕ ∈ _

X|ϕ(γ) ∈ Uγ äëÿ γ ∈ ∆}. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 10.8,
_

U ′ = {ϕ′ ∈
_

X ′|ϕ′(γ) ∈ Uγ äëÿ γ ∈ ∆ ∩ S}

ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà f ′ â ïðîñòðàíñòâå (
_

X ′,
_

τ ′) è
_

U ′′ = {ϕ′′ ∈
_

X ′′|ϕ′′(γ) ∈ Uλ äëÿ γ ∈ ∆ ∩ (Γ\S}

ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà f ′′ â ïðîñòðàíñòâå (
_

X ′′,
_

τ ′′), ïðè÷åì
_

ψ(
_

U ⊇ {(ϕ′, ϕ′′)|ϕ′ ∈ _

U ′, ϕ” ∈ _

U ′′}. Òàê êàê, ñîãëàñíî òåîðåìå 10.9,
_

U ′ × _

U ′′ = {(ϕ′, ϕ”)|ϕ′ ∈ U ′, ϕ” ∈ U ′′} ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà
_

ψ(f) = (f ′, f ′′) â ïðîñòðàíñòâå (
∏
γ∈S

(Xγ, τγ))× (
∏

γ∈Γ\S
(Xγ, τγ)), òî

W =
_

ψ(
_

U) ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà
_

ψ(f) = (f ′, f ′′) â ïðîñòðàí-
ñòâå (

∏
γ∈S

(Xγ, τγ))× (
∏

γ∈Γ\S
(Xγ, τγ)). Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà

(f ′, f ′′) ∈ W ñëåäóåò, ÷òî W ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàí-
ñòâå (

∏
γ∈S

(Xγ, τγ))× (
∏

γ∈Γ\S
(Xγ, τγ).

Ýòèì ìû äîêàçàëè, ÷òî
_

ψ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì.

Ïóñòü òåïåðü
_

V - ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå
(
∏
γ∈S

(Xγ, τγ)) × (
∏

γ∈Γ\S
(Xγ, τγ)) è

_

U =
_

ψ
−1

(
_

V ). Åñëè f � ïðîèçâîëüíûé

ýëåìåíò èç
_

V , òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò (f ′, f ′′) ∈ Ṽ , ÷òî
_

ψ(f) = (f ′, f”). Òàê êàê
_

V � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå
(
∏
γ∈S

(Xγ, τγ)) × (
∏

γ∈Γ\S
(Xγ, τγ)), òî

_

V ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà

(f ′, f”) â ïðîñòðàíñòâå (
∏
γ∈S

(Xγ, τγ)) × (
∏

γ∈Γ\S
(Xγ, τγ)). Ñîãëàñíî òåîðåìå

10.9, ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè
_

V ′ è
_

V ′′ ýëåìåíòîâ f ′ è f” â
ïðîñòðàíñòâàõ

∏
γ∈S

(Xγ, τγ) è
∏

γ∈Γ\S
(Xγ, τγ), ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî

_

V
′
× _

V
′′
⊆ _

V .
Ñîãëàñíî òåîðåìå 10.8, ñóùåñòâóþò òàêèå êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà

∆′ ⊆ S è ∆′′ ⊆ Γ\S, ÷òî äëÿ êàæäîãî γ ∈ ∆′ ∪ ∆′′ ñóùåñòâóåò òàêîå
îòêðûòîå ìíîæåñòâî Uγ, â ïðîñòðàíñòâå (Xγ, τγ), ÷òî
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_

V
′
⊇ {ϕ ∈ _

X|ϕ(γ) ∈ Uγ äëÿ γ ∈ ∆′} è
_

V ′′ ⊇ {ϕ ∈ _

X|ϕ(γ) ∈ Uγ äëÿ γ ∈ ∆”}. Åñëè ∆ = ∆′ ∪ ∆′′, òî ïî òåîðåìå
10.8, ìíîæåñòâî {ϕ ∈ _

X|ϕ(γ) ∈ Uγ äëÿ γ ∈ ∆} ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ
ýëåìåíòà f â ïðîñòðàíñòâå (

_

X,
_
τ ), ïðè÷åì

_

U =
_

ψ
−1

(
_

V ) ⊇ _

ψ
−1

(
_

V
′
× Ṽ ′′) = {ϕ ∈ _

X|ϕ(γ) ∈ Uγ äëÿ γ ∈ ∆}, è
çíà÷èò,

_

U ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà f â ïðîñòðàíñòâå (
_

X,
_
τ ). Èç

ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà f ñëåäóåò, ÷òî ψ̂−1(
_

V ) =
_

U ∈ _
τ , è ñîãëàñíî

òåîðåìå 5.13, îòîáðàæåíèå
_

ψ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.
Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî îòîáðàæåíèå

_

ψ : (
_

X,
_
τ ) → (

∏
γ∈S

(Xγ, τγ))× (
∏

γ∈Γ\S
(Xγ, τγ)) ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì, íåï-

ðåðûâíûì è îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

10.11. Òåîðåìà. Ïóñòü ∆ = {(Xγ, τγ)|γ ∈ Γ} � íåïóñòàÿ ñîâî-
êóïíîñòü òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, (

_

X,
_
τ ) =

∏
γ∈Γ

(Xγ, τγ) � ïðîèçâå-

äåíèå ýòîé ñîâîêóïíîñòè. Åñëè f0 ∈
∏
γ∈Γ

(Xγ, τγ) è

X̃0 = {f ∈ _

X|{γ ∈ Γ|f(γ) 6= f0(γ)} ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì },
òî X̃0 ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (

_

X,
_
τ )

(ñì. îïðåäåëåíèå 3.10) .

Äîêàçàòåëüñòâî . Ïóñòü ϕ � ëþáîé ýëåìåíò èç
_

X è
_

W � ïðîèçâîëüíàÿ
îêðåñòíîñòü ýëåìåíòà ϕ â ïðîñòðàíñòâå (

_

X,
_
τ ). Ñîãëàñíî òåîðåìå 10.8,

ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî S ⊆ Γ è äëÿ êàæäîãî γ ∈ S
ñóùåñòâóåò òàêîå Uγ ∈ τγ, ÷òî πγ(ϕ) = ϕ(γ) ∈ Uγ è
_

W ⊇ {ϕ ∈ _

X|ϕ(γ) ∈ Uγ äëÿ γ ∈ S}. Ðàññìîòðèì òàêîé ýëåìåíò f1 ∈
_

X,
÷òî f1(γ) = ϕ(γ) äëÿ ëþáîãî γ ∈ S è f1(γ) = f0(γ) äëÿ ëþáîãî γ ∈ Γ\S.
Òîãäà f1 ∈ X̃0 è f1 ∈ {ϕ ∈

_

X|ϕ(γ) ∈ Uγ äëÿ γ ∈ S} ⊆ _

W , ò.å. X̃0 ∩
_

W 6= ∅.
Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà ϕ è åãî îêðåñòíîñòè

_

W ñëåäóåò, ÷òî
ìíîæåñòâî X̃0 ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå
(

_

X,
_
τ ).
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

10.12. Òåîðåìà. Ïóñòü ∆ = {(Xγ, τγ)|γ ∈ Γ} � íåïóñòàÿ
ñîâîêóïíîñòü òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, è
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(
_

X,
_
τ ) =

∏
γ∈Γ

(Xγ, τγ) � ïðîèçâåäåíèå ýòîé ñîâîêóïíîñòè. Ïðîñòðàíñòâî

(
_

X,
_
τ ) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå èç

ïðîñòðàíñòâ (Xγ, τγ) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåîáõîäèìîñòü. Òàê êàê, ñîãëàñíî òåîðåìå 10.5, äëÿ êàæäîãî γ ∈ Γ

ïðîåêöèÿ πγ : (
_

X,
_
τ ) → (Xγ, τγ) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì, òî

ñîãëàñíî òåîðåìå 9.4 èç ñâÿçíîñòè ïðîñòðàíñòâà (
_

X,
_
τ ) è ñþðúåêòèâíîñòè

îòîáðàæåíèÿ πγ :
_

X → Xγ ñëåäóåò ñâÿçíîñòü ïðîñòðàíñòâà (Xγ, τγ).
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî γ ∈ Γ ïðîñòðàíñòâî (Xγ, τγ)

ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì â òðè ýòàïà, à èìåííî:
1. Γ ÿâëÿåòñÿ äâóõýëåìåíòíûì ìíîæåñòâîì;
2. Γ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì;
3. Γ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì.
Äîêàçàòåëüñòâî óêàçàííûõ ýòàïîâ.
1. Ïóñòü Γ ÿâëÿåòñÿ äâóõýëåìåíòíûì ìíîæåñòâîì, ò.å. Γ = {1, 2}.

Òîãäà (
_

X,
_
τ ) = (X1, τ1)× (X2, τ2).

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé ýëåìåíò (x0, y0) ∈
_

X = X1 ×X2 è ïóñòü,
C0 � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ýòîé òî÷êè (x0, y0) â ïðîñòðàíñòâå (

_

X,
_
τ ).

Åñëè
_

X1 = {(x, y0)|x ∈ X1}, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 10.6, ïðîñòðàíñòâà
(

_

X1,
_
τ |_

X1
) è (X1, τ1) ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè, è çíà÷èò

_

X1 = {(x, y0)|x ∈ X1} ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå
(

_

X,
_
τ ). Ïîñêîëüêó (x0, y0) ∈

_

X1, òî
_

X1 ⊆ C0.
Äëÿ ëþáîãî x ∈ X1 ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî

_

Y x = {(x, y)|y ∈ X2}
ìíîæåñòâà

_

X. Ïî òåîðåìå 10.6, ïðîñòðàíñòâî (
_

Y x,
_
τ |_

Y x
) ãîìåîìîðôíî

ïðîñòðàíñòâó (X2, τ2), è çíà÷èò, ìíîæåñòâî Yx = {(x, y)|y ∈ X2} ÿâëÿåòñÿ
ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (

_

X,
_
τ ). Òàê êàê (x, y0) ∈

_

X1 ⊆ C0

è (x, y0) ∈ Yx, òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 9.3.2, C0 ∪ Yx ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì
ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (

_

X,
_
τ ), è çíà÷èò, C0 ⊇ Yx äëÿ ëþáîãî x ∈ X1.

Òîãäà
_

X = {(x, y)|x ∈ X1, y ∈ X2} =
⋃

x∈X1

Yx ⊆ C0 ⊆
_

X, ò.å.
_

X = C0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî (
_

X,
_
τ ) ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.

2. Ïóñòü òåïåðü Γ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì, ò.å. Γ = {1, . . . , n}.
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Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî ÷èñëó n.
Åñëè n = 1, òî (

_

X,
_
τ ) = (X1, τ1), è çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì

ïðîñòðàíñòâîì.
Äîïóñòèì, ÷òî òåîðåìà âåðíà äëÿ ÷èñëà n, è Γ = {1, · · · , n+1}. Òîãäà,

ñîãëàñíî äîïóùåíèþ, ïðîñòðàíñòâà
n∏

i=1

(Xi, τi) è (Xn+1, τn+1) ÿâëÿþòñÿ
ñâÿçíûìè, è ñîãëàñíî ðàíåå äîêàçàííîìó (ñì. ýòàï 1 äîêàçàòåëüñòâà
íàñòîÿùåé òåîðåìû), ïðîñòðàíñòâî (

n∏
i=1

(Xi, τi))× (Xn+1, τn+1) òîæå áóäåò
ñâÿçíûì.

Òàê êàê ïî òåîðåìå 10.10 ïðîñòðàíñòâà (
n∏

i=1

(Xi, τi)) × (Xn+1, τn+1)

è
n+1∏
i=1

(Xi, τi) ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè, òî è ïðîñòðàíñòâî
n+1∏
i=1

(Xi, τi)

ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì.
Ýòèì òåîðåìà äîêàçàíà äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà Γ.
3. Ïóñòü òåïåðü Γ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì.
Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé ýëåìåíò f0 ∈ (

_

X,
_
τ ) =

∏
γ∈Γ

(Xγ, τγ). Åñëè
_

Γ � ìíîæåñòâî âñåõ êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Γ, òî ñîãëàñíî
òåîðåìå 10.10, äëÿ êàæäîãî S ∈ _

Γ ïðîñòðàíñòâà (
∏
γ∈S

(Xγ, τγ))×
∏

γ∈Γ\S
(Xγ, τγ)

è
∏
γ∈Γ

(Xγ, τγ) ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè, è çíà÷èò, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî
∏
γ∈Γ

(Xγ, τγ) = (
∏
γ∈S

(Xγ, τγ))×
∏

γ∈Γ\S
(Xγ, τγ).

Åñëè
_

XS = {f ∈ _

X|f(γ) = f0(γ) äëÿ γ ∈ Γ\S}=
{ϕ ∈ (

∏
γ∈S

Xγ)× (
∏

γ∈Γ\S
Xγ) |ϕ(γ) = f0(γ) äëÿ γ ∈ Γ\S}, òî èç òåîðåìû 10.6

ñëåäóåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâà
∏
γ∈S

(Xγ, τγ) è (
_

XS,
_
τ |_

XS

) ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîð-

ôíûìè. Òîãäà, ñîãëàñíî ðàííåå äîêàçàííîìó (ñì. ýòàï 2 äîêàçàòåëüñòâà
íàñòîÿùåé òåîðåìû), ïðîñòðàíñòâî

∏
γ∈S

(Xγ, τγ) áóäåò ñâÿçíûì, è çíà÷èò,

ïðîñòðàíñòâî (
_

XS,
_
τ |_

XS

) áóäåò ñâÿçíûì.
Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà S

ìíîæåñòâà Γ ìíîæåñòâî
_

XS = {f ∈ _

X|f(γ) = f0(γ) äëÿ γ ∈ Γ\S}
ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì â ïðîñòðàíñòâå (

_

X,
_
τ ).

Òàê êàê f0 ∈ _

XS äëÿ ëþáîãî S ∈ _

Γ, òî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ
9.3.2,

_

X
′
= {f ∈ _

X|{γ ∈ Γ|f(γ) 6= f0(γ) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì}} =
⋃

S∈_
Γ

_

XS



77

ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (
_

X,
_
τ ).

Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî òåîðåìå 10.11, ìíîæåñòâî
_

X ′ ÿâëÿåòñÿ âñþäó-
ïëîòíûì â ïðîñòðàíñòâå (

_

X,
_
τ ). Òîãäà ñîãëàñíî óòâåðæäåíèÿ 9.3.3,

_

X = [X ′]
(
_
X,

_
τ )

ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì ìíîæåñòâîì, ò.å. (
_

X,
_
τ ) ÿâëÿåòñÿ

ñâÿçíûì ïðîñòðàíñòâîì.
Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

10.13. Òåîðåìà. Ïóñòü ∆ = {(Xγ, τγ)|γ ∈ Γ} � íåïóñòàÿ
ñîâîêóïíîñòü òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, è
(

_

X,
_
τ ) =

∏
γ∈Γ

(Xγ, τγ) � ïðîèçâåäåíèå ýòîé ñîâîêóïíîñòè. Òîãäà âåðíû

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
10.13.1. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà 0 ≤ i ≤ 3 â ïðîñòðàíñòâå

(
_

X,
_
τ ) âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà îòäåëèìîñòè Ti òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà â êàæäîì èç ïðîñòðàíñòâ (Xγ, τγ) âûïîëíÿåòñÿ ýòà æå àêñèîìà
îòäåëèìîñòè Ti.

10.13.2. Ïðîñòðàíñòâî (
_

X,
_
τ ) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðåãóëÿðíûì òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå èç ïðîñòðàíñòâ (Xγ, τγ) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå
ðåãóëÿðíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî.
10.13.1. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü 0 ≤ i ≤ 3 è â òîïîëîãè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå (
_

X,
_
τ ) =

∏
γ∈Γ

(Xγ, τγ) âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà îòäåëèìîñòè Ti.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé ýëåìåíò f0 èç (
_

X,
_
τ ). Åñëè λ ∈ Γ è

_

Xλ = {f ∈ _

X|f(γ) = f0(γ) äëÿ γ 6= λ}, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 10.6, òîïîëî-
ãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà (Xλ, τλ) è (

_

Xλ,
_
τ |_

Xλ

) ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè.

Òàê êàê, ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 7.7.2, â ïðîñòðàíñòâå (
_

Xλ,
_
τ |_

Xλ

) âûïîë-
íÿåòñÿ àêñèîìà îòäåëèìîñòè Ti, òî è â ïðîñòðàíñòâå (Xλ, τλ) âûïîëíÿåòñÿ
àêñèîìà îòäåëèìîñòè Ti äëÿ ëþîãî 0 ≤ i ≤ 3.

Ýòèì íåîáõîäèìîñòü äëÿ óòâåðæäåíèÿ 10.13.1 äîêàçàíà.
10.13.1. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü òåïåðü 0 ≤ i ≤ 3 è â êàæäîì èç

ïðîñòðàíñòâ (Xγ, τγ) âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà îòäåëèìîñòè Ti.

Åñëè f1 6= f2 ∈ (
_

X,
_
τ ), òî f1(λ) 6= f2(λ) äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ Γ.

Åñëè i = 0, òî â ïðîñòðàíñòâå (Xλ, τλ) õîòÿ áû îäà èç òî÷åê f1(λ)
èëè f2(λ) èìååò îêðåñòíîñòü íå ñîäåðæàùóþ äðóãóþ. Äîïóñòèì, äëÿ
îïðåäåëåííîñòè, ÷òî πλ(f1) = f1(λ) îáëàäàåò òàêîé îêðåñòíîñòüþ U , ÷òî
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πλ(f2) = f2(λ) /∈ U . Òàê êàê πλ : (
_

X,
_
τ ) → (Xλ, τλ) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì

îòîáðàæåíèåì (ñì. òåîðåìó 10.5), òî
_

U = π−1
λ (U) áóäåò îêðåñòíîñòüþ

òî÷êè f1 â ïðîñòðàíñòâå (
_

X,
_
τ ), ïðè÷åì f2 /∈ _

U , èáî
πλ(f2) = f2(λ) /∈ U = πλ(

_

U).
Ýòèì äîñòàòî÷íîñòü äëÿ óòâåðæäåíèÿ 10.13.1 â ñëó÷àå, êîãäà i = 0

äîêàçàíà.
Åñëè i = 1, òî äîñòàòî÷íîñòü äëÿ óòâåðæäåíèÿ 10.13.1 äîêàçûâàåòñÿ

àíàëîãè÷íî êàê è äëÿ ñëó÷àÿ i = 0 ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî íóæíî
ðàññìàòðèâàòü è òàêóþ îêðåñòíîñòü V òî÷êè f2(λ), ÷òî f1(λ) /∈ V .

Åñëè i = 2, òî â ïðîñòðàíñòâå (Xλ, τλ) ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè
U è V òî÷åê f1(λ) è f2(λ), ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî U ∩ V = ∅. Òîãäà
_

U = π−1
λ (U) è

_

V = π−1
λ (V ) áóäóò îêðåñòíîñòÿìè òî÷åê f1 è f2, ñîîòâåò-

ñòâåííî, â ïðîñòðàíñòâå (
_

X,
_
τ ), ïðè÷åì

_

U ∩ _

V = ∅, èáî
πλ(

_

U ∩ _

V ) = πλ(
_

U) ∩ πλ(
_

V ) = U ∩ V = ∅.
Ýòèì äîñòàòî÷íîñòü äëÿ óòâåðæäåíèÿ 10.13.1 â ñëó÷àå, êîãäà i = 2

äîêàçàíà.
Åñëè i = 3, òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 7.2.3, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

â ïðîñòðàíñòâå (
_

X,
_
τ ) êàæäàÿ òî÷êà f îáëàäàåò áàçèñîì îêðåñòíîñòåé,

êîòîðûé ñîñòîèò èç çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.
Èòàê, ïóñòü W � ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè f â ïðîñòðàíñòâå

(
_

X,
_
τ ).
Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 10.7.2, ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñ-

òâî S ⊆ Γ, ÷òî äëÿ êàæäîãî γ ∈ S ñóùåñòâóåò òàêîå Uγ ∈ τγ, ÷òî
πγ(f) ∈ Uγ è

⋂
γ∈S

π−1
γ (Uγ) ⊆ W .

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî γ ∈ S ïðîñòðàíñòâî (Xγ, τγ) ÿâëÿåòñÿ
T3 � ïðîñòðàíñòâîì, òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 7.2.3, ñóùåñòâóåò òàêàÿ
çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü Vγ òî÷êè πγ(f) â ïðîñòðàíñòâå (Xγ, τγ), ÷òî
Vγ ⊆ Uγ.

Èç íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ πγ : (
_

X,
_
τ ) → (Xγ, τγ) (ñì. òåîðåìû

10.5, 5.12 è 5.13) ñëåäóåò, ÷òî π−1
γ (Vγ) áóäåò çàìêíóòîé îêðåñòíîñòüþ

òî÷êè f â ïðîñòðàíñòâå (
_

X,
_
τ ), ïðè÷åì π−1

γ (Vγ) ⊆ π−1
γ (Uγ) äëÿ ëþáîãî

γ ∈ S. Òîãäà
_

V =
⋂

γ∈S

π−1
γ (Vγ) ⊆

⋂
γ∈S

π−1
γ (Uγ) ⊆ W è

_

V áóäåò çàìêíóòîé

îêðåñòíîñòüþ òî÷êè f â ïðîñòðàíñòâå (
_

X,
_
τ ).

Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå (
_

X,
_
τ ) ëþáàÿ îêðåñòíîñòü W

òî÷êè f ñîäåðæèò íåêîòîðóþ çàìêíóòóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè f , è çíà÷èò,
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f îáëàäàåò áàçèñîì èç çàìêíóòûõ îêðåñòíîñòåé, ò.å. ïðîñòðàíñòâî (
_

X,
_
τ )

ÿâëÿåòñÿ T3 ïðîñòðàíñòâîì.
Ýòèì óòâåðæäåíèå 10.13.1 ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.
10.13.2. Íåîáõîäèìîñòü. Íåîáõîäèìîñòü äîêàçûâàåòñÿ äîñëîâíûì

ïîâòîðåíèåì äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè â óòâåðæäåíèè 10.13.1.
10.13.2. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü êàæäîå èç ïðîñòðàíñòâ (Xγ, τγ)

ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðåãóëÿðíûì. Òîãäà èç 10.13.1 ñëåäóåò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå
(

_

X,
_
τ ) âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà îòäåëèìîñòè T1.
Ïóñòü òåïåðü

_

F � ïðîèçâîëüíîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå
(

_

X,
_
τ ) è f0 � òàêîé ýëåìåíò èç

_

X, ÷òî f0 /∈ _

F . Òîãäà
_

X\_

F ∈ _
τ , è çíà÷èò,

_

X\_

F ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà f0 â ïðîñòðàíñòâå (
_

X,
_
τ ). Ñîãëàñíî

óòâåðæäåíèþ 10.7.2, ñóùåñòâóåò òàêîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî S ⊆ Γ
÷òî äëÿ êàæäîãî γ ∈ S ñóùåñòâóåò òàêîå Vγ ∈ τγ, ÷òî πγ(f0) ∈ Vγ è⋂
γ∈S

π−1
γ (Vγ) ⊆

_

X\_

F .

Åñëè γ ∈ S è Fγ = Xγ\Vγ, òî πγ(f0) /∈ Fγ, è èç âïîëíå ðåãóëÿðíîñòè
ïðîñòðàíñòâà (Xγ, τγ) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðà-
æåíèå ψγ : (Xγ, τγ) → (R, τèíò), ÷òî 0 ≤ ψγ(πγ(f)) ≤ 1,
ψγ(πγ(f0)) = 0 è ψγ(πγ(Fγ)) = 1.

Äëÿ êàæäîãî γ ∈ S ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå
_

ψγ : (
_

X,
_
τ ) → (R, τèíò), äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó

_

ψγ(f) = ψγ(πγ(f)) äëÿ
ëþáîãî f ∈ _

X. Òîãäà, ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 5.23.3, îòîáðàæåíèå
_

ψγ : (
_

X,
_
τ ) → (R, τèíò) áóäåò íåïðåðûâíûì, ïðè÷åì 0 ≤ _

ψγ(f) ≤ 1 äëÿ
ëþáîãî f ∈ _

X. Êðîìå òîãî,
_

ψγ(f0) = ψγ(πγ(f0)) = 0 è
_

ψγ(f) = ψγ(πγ(f)) = 1 äëÿ ëþáîãî f ∈ π−1
γ (Fγ) =

_

X\π−1
γ (Vγ).

Åñëè
_

ψ(f) = max{_

ψγ(f)|γ ∈ S} äëÿ ëþáîãî f ∈ _

X, òî 0 ≤ _

ψ(f) ≤ 1

äëÿ êàæäîãî f ∈ _

X è, ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 5.23.5, îòîáðàæåíèå
_

ψ : (
_

X,
_
τ ) → (R, τèíò) áóäåò íåïðåðûâíûì, ïðè÷åì

_

ψ(f0) = max{ψγ(f0) = 0|γ ∈ S} = 0.
Åñëè òåïåðü f ∈ _

F , òî f /∈ _

X\_

F ⊇ ⋂
γ∈S

π−1
γ (Vγ), è çíà÷èò, f /∈ π−1

γ0
(Vγ0),

ò.å. πγ0(f) ∈ Fγ0 äëÿ íåêîòîðîãî γ0 ∈ S. Òîãäà ψγ0(πγ0(f)) = 1. Òàê êàê
_

ψ(f) ≤ 1, òî
_

ψ(f) = 1, è çíà÷èò
_

ψ(F ) = {1}.
Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà f0, ìíîæåñòâà F ñëåäóåò âïîëíåðåãóëÿð-

íîñòü ïðîñòðàíñòâà (
_

X,
_
τ ).

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
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10.14. Òåîðåìà (Òèõîíîâà). Ïóñòü ∆ = {(Xγ, τγ)|γ ∈ Γ} � íåïóñ-
òàÿ ñîâîêóïíîñòü òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, è
(X̂, τ̂) =

∏
γ∈Γ

(Xγ, τγ) � ïðîèçâåäåíèå ýòîé ñîâîêóïíîñòè. Ïðîñòðàíñòâî

(X̂, τ̂) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå èç
ïðîñòðàíñòâ (Xγ, τγ) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè ïðîñòðàíñòâî (

_

X,
_
τ ) =

∏
γ∈Γ

(Xγ, τγ) ÿâëÿåòñÿ

êîìïàêòíûì, òî ñîãëàñíî òåîðåìå 10.5, äëÿ êàæäîãî γ ∈ Γ îòîáðàæåíèå
πγ : (

_

X,
_
τ ) → (Xγ, τγ) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì ñþðúåêòèâíûì îòîáðàæå-

íèåì. Òîãäà, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 8.15, ïðîñòðàíñòâî (Xγ, τγ) ÿâëÿåòñÿ
êîìïàêòíûì.

Ýòèì íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíûì, è ìû åãî

íå ïðèâîäèì. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [1], ñòð. 294
èëè [2], ñòð. 114 è â äðóãèõ ìîíîãðàôèÿõ ïî îáùåé òîïîëîãèè

10.15. Òåîðåìà. Ïóñòü X = {(x1, . . . , xn)|xi � âåùåñòâåííûå ÷èñëà }.
Åñëè ρ((x1, . . . , xn),( y1, . . . , yn)) � îáû÷íàÿ ìåòðèêà íà n � ìåðíîì
Åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, ò.å.

ρ((x1, · · · , xn),( y1, · · · , yn)) =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2

è τρ � òîïîëîãèÿ, çàäàâàåìàÿ ìåòðèêîé ρ (ñì. òåîðåìó 1.5), òî
òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, τρ) ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ
n ýêçåìïëÿðîâ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (R, τèíò) âåùåñòâåííûõ
÷èñåë ñ èíòåðâàëüíîé òîïîëîãèåé τèíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (
_

X,
_
τ ) = (R1, τ1)× · · ·× (Rn, τn), ãäå êàæäîå

(Ri, τi) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñ èíòåðâàëüíîé
òîïîëîãèåé. Òàê êàê ëþáîé ýëåìåíò _

x ∈ _

X ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
(x1, . . . , xn) (ñì. çàìå÷àíèå 10.2), òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

_

X = X.
Ïðîâåðèì, ÷òî τρ =

_
τ .

Ïóñòü U ∈ τρ è a = (a1, . . . , an) ∈ U . Òîãäà (ñì. òåîðåìó 1.5)
ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî {x ∈ X|ρ(a, x) < ε} ⊆ U . Òàê êàê äëÿ
ëþáîãî 1 ≤ i ≤ n èíòåðâàë Vi = (ai − ε

n
, ai + ε

n
) ∈ τi, òî ñîãëàñíî

òåîðåìå 10 .9, W =
n⋂

i=1

π−1
i (Vi) ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà a â
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òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (
_

X,
_
τ ), ïðè÷åì − ε

n
< ai − yi < ε

n
äëÿ

ëþáîãî ýëåìåíòà y = (y1, . . . , yn) ∈ W è ïðîèçâîëüíîãî 1 ≤ i ≤ n. Òîãäà
ρ(a, y) =

√
(a1 − y1)2 + · · ·+ (an − yn)2 <

√
n( ε

n
)2 < ε, è çíà÷èò,

y ∈ U .
Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà y ñëåäóåò, ÷òî W ⊆ U . Òîãäà (ñì.

óòâåðæäåíèþ 2.3.2) U ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà a â òîïîëîãè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå (

_

X,
_
τ ). Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà a, èç óòâåðæäåíèÿ

2.3.4 ñëåäóåò, ÷òî W ∈ _
τ .

Ýòèì ìû äîêàçàëè, ÷òî τρ ≤ _
τ .

Ïóñòü òåïåðü V ∈ _
τ è b = (b1, . . . , bn) ∈ V . Òàê êàê V ∈ _

τ ,
òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.3.4, V ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ýëåìåíòà
b â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (

_

X,
_
τ ). Ñîãëàñíî òåîðåìå 10.9, äëÿ

êàæäîãî 1 ≤ i ≤ n ñóùåñòâóåò òàêîå Vi ∈ τi, ÷òî bi ∈ Vi è
n⋂

i=1

π−1
i (Vi) ⊆ V .

Òàê êàê êàæäîå Vi ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì èíòåðâàëîâ, òî (íå íàðóøàÿ
îáùíîñòè) ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî Vi = (bi− εi, bi + εi) äëÿ ëþáîãî 1 ≤ i ≤ n.

Åñëè ε = min{ε1, . . . , εn} è y = (y1, . . . , yn) ∈ X òàêîé ýëåìåíò, ÷òî
ρ(b, y) < ε, òî yi ∈ Vi = (bi − εi, bi + εi), è çíà÷èò, y ∈

n⋂
i=1

π−1
i (Vi) ⊆ V . Èç

ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà y ñëåäóåò, ÷òî {z ∈ X|ρ(z, b) < ε} ⊆ V .
Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà b (ñì. òåîðåìó 1.5) ñëåäóåò, ÷òî V ∈ τρ.

Ýòèì ìû äîêàçàëè, ÷òî τρ ≥ _
τ , è çíà÷èò τρ =

_
τ .

Ýòèì òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

10.16. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî è n � íåêî-
òîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Åñëè
_

X = {(x1, . . . , xn)|xi ∈ X äëÿ i = 1, . . . , n} � ïðîèçâåäåíèå n ýêçåìïëÿðîâ
ìíîæåñòâà X, òî âñÿêîå îòîáðàæåíèå ψ :

_

X → Y áóäåì íàçûâàòü
îòîáðàæåíèåì îò n àðãóìåíòîâ ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y .

10.17. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü (X, τ) è (Y, τ ′) � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñò-
ðàíñòâà, è n � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Åñëè (

_

X,
_
τ ) � ïðîèçâåäåíèå

n ýêçåìïëÿðîâ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, τ), òî íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå ψ : (

_

X,
_
τ ) → (Y, τ ′) áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíûì îòîáðà-

æåíèåì îò n àðãóìåíòîâ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, τ) â
òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (Y, τ ′).

10.18. Çàìå÷àíèå. Èç òåîðåìû 10.9 ëåãêî ñëåäóåò ñëåäóþùåå óòâåð-
æäåíèå:
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Ïóñòü (X, τ) è (Y, τ ′) � òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà, è n �
íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Åñëè (

_

X,
_
τ ) � ïðîèçâåäåíèå n ýêçåì-

ïëÿðîâ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, τ), òî îòîáðàæåíèå ψ îò n
àðãóìåíòîâ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, τ) â òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî (Y, τ ′) áóäåò íåïðåðûâíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ ëþáûõ n ýëåìåíòîâ x1, . . . , xn ∈ X è ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòè U
ýëåìåíòà y = ψ(x1, . . . , xn) â ïðîñòðàíñòâå (Y, τ ′) ñóùåñòâóþò òàêèå
îêðåñòíîñòè Vi ýëåìåíòîâ xi äëÿ 1 ≤ i ≤ n â ïðîñòðàíñòâå (X, τ), ÷òî
ψ(V1, . . . , Vn) = {ψ(z1, . . . , zn)|zi ∈ Vi, i = 1, . . . , n} ⊆ U.
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ÐÅØÅÍÈß ÓÏÐÀÆÍÅÍÈÉ.

1.3.1. Äåéñòâèòåëüíî:
Òàê êàê X, ∅ ∈ τ , òî àêñèîìà 1 îïðåäåëåíèÿ 1.1 âûïîëíÿåòñÿ.
Ïóñòü A, B ∈ τ . Òîãäà, ëèáî A = B = X è â ýòîì ñëó÷àå

A
⋂

B = X ∈ τ , ëèáî A = ∅ , èëè B = ∅, è â ýòîì ñëó÷àå A
⋂

B = ∅ ∈ τ ,
ñëåäîâàòåëüíî è àêñèîìà 2 îïðåäåëåíèÿ 1.1 âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü S ⊆ τ . Òîãäà S ⊆ {{∅} , {X} , }. Åñëè X ∈ S, òî
⋃

A∈S

A = X ∈ τ

è åñëè X /∈ S, òî A = ∅ äëÿ ëþáîãî A ∈ S, è çíà÷èò,
⋃

A∈S

A = ∅ ∈ τ .

Ýòî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ) íàçûâàåòñÿ àíòèäèñêðåòíûì
ïðîñòðàíñòâîì, à òîïîëîãèÿ τ = {∅, X} íàçûâàåòñÿ àíòèäèñêðåòíîé
òîïîëîãèåé.

1.3.2. Äåéñòâèòåëüíî.
Òàê êàê X è ∅ ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâà X, òî ∅ ∈ τ è

X ∈ τ , ò.å. àêñèîìà 1 îïðåäåëåíèÿ 1.1 âûïîëíÿåòñÿ.
Åñëè A, B ∈ τ , òî A ⊆ X è B ⊆ X. Òîãäà A ∩ B ⊆ X, è çíà÷èò

A ∩B ∈ τ , ò.å. àêñèîìà 2 îïðåäåëåíèÿ 1.1 âûïîëíÿåòñÿ.
Åñëè S ⊆ τ , òî A ⊆ X äëÿ ëþáîãî A ∈ S. Òîãäà

⋃
A∈S

A ⊆ X, è çíà÷èò,
⋃

A∈S

A ∈ τ , ò.å. àêñèîìà 3 îïðåäåëåíèÿ 1.1 âûïîëíÿåòñÿ..

Ýòî òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ) íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì
ïðîñòðàíñòâîì, à òîïîëîãèÿ τ = {A |A ⊆ X} íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé
òîïîëîãèåé.

1.3.3. Â ñàìîì äåëå:
Òàê êàê τ1 = {∅, X}, òî τ1 - àíòèäèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ;
Òàê êàê τ2 = {∅, {a, b} , {a} , {b}}, òî τ2 ñîñòîèò èç âñåâîçìîæíûõ

ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, ò.å. τ2. - äèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ.
Åñëè τ3 = {∅, {a, b} , {a}}, òî, î÷åâèäíî, ÷òî àêñèîìà 1 îïðåäåëåíèÿ

1.1 âûïîëíÿåòñÿ.
Ïóñòü òåïåðü A, B ∈ τ3. Òîãäà:
Åñëè ∅ ∈ {A,B}, òî A ∩B = ∅ ∈ τ3;
Åñëè ∅ /∈ {A,B} è {a} ∈ {A,B}, òî A ∩B = {a} ∈ τ3;
Åñëè ∅ /∈ {A,B} è {a} /∈ {A,B}, òî A ∩B = {a, b} ∈ τ3.
Ñëó÷àé τ4 = {∅, {a, b} , {b}} äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó

ñëó÷àþ.
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1.3.4. Òàê êàê ∅ /∈ σ1 è X /∈ σ2, òî äëÿ ñîâîêóïíîñòåé σ1 è σ2

íå âûïîëíÿåòñÿ ïåðâàÿ àêñèîìà îïðåäåëåíèÿ 1.1, è çíà÷èò, σ1 è σ2 íå
ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãèÿìè íà ìíîæåñòâå X.

1.3.5. Â ñàìîì äåëå:
τ1 - äèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ;
τ2 - àíòèäèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ;
Äëÿ êàæäîé èç ñîâîêóïíîñòåé τ3 = {∅, X, {a, b} , {a} , {b}},

τ4 = {∅, X, {a, c} , {a} , {c}} è τ5 = {∅, X, {c, b} , {c} , {b}} êàê è ïðè
äîêàçàòåëüñòâå óïðàæíåíèÿ 1.3.3, ðàññìîòðåíèåì ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ,
ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíèìîñòü âñåõ àêñèîì îïðåäåëåíèÿ 1.1.

1.3.6. Òàê êàê {a}⋃ {b} = {a, b} /∈ σ1, à {a}, {b} ∈ σ1, òî σ1 íå
óäîâëåòâîðÿåò òðåòüåé àêñèîìå îïðåäåëåíèÿ 1.1, è çíà÷èò, σ1 íå ÿâëÿåòñÿ
òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå X.

Àíàëîãè÷íî, òàê êàê {a, b}⋂ {a, c} ={a} /∈ σ2, à {a.b}, {a, c} ∈ σ2, òî
σ2 íå óäîâëåòâîðÿåò âòîðîé àêñèîìå îïðåäåëåíèÿ 1.1, è çíà÷èò, σ2 íå
ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé íà ìíîæåñòâå X

1.3.7. Òàê êàê X ⊆ X è X\X = ∅ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì,
òî X ∈ τ è ïîñêîëüêó ∅ ∈ τ (ïî îïðåäåëåíèþ ñîâîêóïíîñòè τ), òî ïåðâàÿ
àêñèîìà îïðåäåëåíèÿ 1.1 âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü òåïåðü A, B ∈ τ . Åñëè A = ∅ èëè B = ∅, òî A
⋂

B = ∅ ∈ τ .
Åñëè æå A 6= ∅ è B 6= ∅, òî X\A è X\B ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè

ìíîæåñòâàìè. Òîãäà X\(A ∩ B) = (X\A) ∪ (X\B) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì
ìíîæåñòâîì, è çíà÷èò, A ∩ B ∈ τ , ò.å. âòîðàÿ àêñèîìà îïðåäåëåíèÿ 1.1
âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü òåïåðü S ⊆ τ .
Åñëè A = ∅ äëÿ ëþáîãî A ∈ S, òî

⋃
A∈S

A = ∅ ∈ τ .
Åñëè æå íåêîòîðîå ìíîæåñòâî A0 ∈ S îòëè÷íî îò ∅, òî X\A0 ÿâëÿåòñÿ

êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì. Òîãäà X\( ⋃
A∈S

A) ⊆ X\A0, è çíà÷èò, X\( ⋃
A∈S

A)

ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì, ò.å.
⋃

A∈S

A ∈ τ .
Èòàê, ìû ïðîâåðèëè âûïîëíåíèå è òðåòüåé àêñèîìû îïðåäåëåíèÿ 1.1,

ò.å. (X, τ) - òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

1.3.8. Òàê êàê R =
⋃

n∈N
(−n, n) è ∅ = (k, k), òî R ∈ τèíò è ∅ ∈ τèíò ,

ò.å. ïåðâàÿ àêñèîìà îïðåäåëåíèÿ 1.1 âûïîëíÿåòñÿ.
Åñëè A, B ∈ τèíò, òî A =

⋃
α∈Ω

(aα, bα) è B =
⋃

γ∈Ψ

(cγ, dγ). Òîãäà



85

A ∩ B =

( ⋃
α∈Ω

(aα, bα)

)
∩

(
⋃

γ∈Ψ

(cγ, dγ)

)
=

⋃
α∈Ω, γ∈Ψ

((aα, bα) ∩ (cγ, dγ)).

Òàê êàê ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ èíòåðâàëîâ ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì,
òî A

⋂
B =

⋃
α∈Ω, γ∈Ψ

((aα, bα) ∩ (cγ, dγ)) ∈ τèíò, ò.å. âòîðàÿ àêñèîìà
îïðåäåëåíèÿ 1.1 âûïîëíÿåòñÿ.

Åñëè S ⊆ τèíò, òî S = {Aα |α ∈ Ω} , ãäå Aα =
⋃

γ∈Ψ

(aγ,α, bγ,α).

Òîãäà
⋃

α∈Ω

Aα =
⋃

α∈Ω

(
⋃

γ∈Ψ

(aγ,α, bγ,α)

)
, è çíà÷èò,

⋃
α∈Ω

Aα ∈ τèíò, ò.å.

âûïîëíÿåòñÿ è òðåòüÿ àêñèîìà îïðåäåëåíèÿ 1.1. Ñëåäîâàòåëüíî, τèíò
ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãèåé.

Ýòà òîïîëîãèÿ íàçûâàåòñÿ èíòåðâàëüíîé òîïîëîãèåé, à òîïîëîãè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî (R, τèíò) íàçûâàåìîå ïðîñòðàíñòâîì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
ñ èíòåðâàëüíîé òîïîëîãèåé.

1.15.1. Òàê êàê τ ⊆ τ è U =
⋃

V =U

V äëÿ ëþáîãî U ⊆ X, òî
ñîâîêóïíîñòü τ ÿâëÿåòñÿ áàçîé ïðîñòðàíñòâà (X, τ).

1.15.2. Òàê êàê {x} ∈ τ äëÿ ëþáîãî x ∈ X, òî Ω ⊆ τ . Êðîìå òîãî,
ïîñêîëüêó U =

⋃
b∈U

{b} äëÿ ëþáîãî U ⊆ X, òî ñîâîêóïíîñòü

Ω = {{x}|x ∈ X} ÿâëÿåòñÿ áàçîé äèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà (X, τ).

1.15.3. Òàê êàê ëþáîé èíòåðâàë ñ ðàöèîíàëüíûìè êîíöàìè ïðèíàä-
ëåæèò τ èíò, òî Ω ⊆ τ èíò. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ëþáîé èíòåðâàë (a, b)
ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå èíòåðâàëîâ (ai, bi) ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîíöàìè, ãäå a < ai è lim

i→∞
ai = a è bi < b è lim

i→∞
bi = b, òî ñîâîêóïíîñòü Ω

âñåõ èíòåðâàëîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîíöàìè ÿâëÿåòñÿ áàçîé ïðîñòðàíñòâà
(R, τèíò).

1.15.4. Åñëè Uk,a ∈ Ω è x ∈ Uk,a, òî ρ(x, a) < 2−k, è çíà÷èò, ñóùåñòâóåò
òàêîå εx > 0, ÷òî ρ(x, a) + εx < 2−k. Òîãäà, åñëè y ∈ X è ρ(x, y) < εx,
òî ρ(a, y) ≤ ρ(a, x) + ρ(x, y) < ρ(a, x) + εx < 2−k, è çíà÷èò, y ∈ Uk,a. Èç
ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà y ∈ X ñëåäóåò, ÷òî Uk,a ∈ τρ (ñì. òåîðåìó 1.5),
è çíà÷èò, Ω ⊆ τρ.

Êðîìå òîãî, åñëè U ∈ τρ, òî äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ U ñóùåñòâóåò
òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî na, ÷òî Ua,na = {y ∈ X|ρ(a, y) < 2−na} ⊆ U .
Òîãäà U =

⋃
a∈U

{a} ⊆ ⋃
a∈U

Ua,na ⊆ U , è çíà÷èò U =
⋃

a∈U

Ua,na , ò.å.
ñîâîêóïíîñòü Ω = {Ua,k|a ∈ X, k ∈ N} ÿâëÿåòñÿ áàçîé òîïîëîãè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà (X, τρ).
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2.2.1. Â ñàìîì äåëå, åñëè A ∈ τ è a ∈ A, òî â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà V ,
óêàçàííîãî â îïðåäåëåíèè 2.1, âîçüìåì A. Òîãäà a ∈ A ⊆ A, è çíà÷èò, A
ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a .

2.2.2. Â ñàìîì äåëå, åñëè V = X è ïîñêîëüêó X ∈ τ , òî, ñîãëàñíî
óïðàæíåíèþ 2.2.1, V = X ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a.

Êðîìå òîãî, åñëè V - îêðåñòíîñòü òî÷êè a, òî íàéäåòñÿ òàêîå U ∈ τ ,
÷òî a ∈ U ⊆ V .

Òàê êàê τ = {∅, X}, òî U = X, è çíà÷èò, V = X.

2.2.3. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê τ ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé, òî
A ∈ τ è ïîñêîëüêó a ∈ A, òî èç óïðàæíåíèÿ 2.2.1 ñëåäóåò, ÷òî A ÿâëÿåòñÿ
îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a.

2.2.4. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè V = (r−1, r+1), òî V ∈ τèíò è r ∈ V ⊆ A,
è çíà÷èò, A ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè r â ïðîñòðàíñòâå (R, τèíò).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî B íå ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè r.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî B - îêðåñòíîñòü òî÷êè r â ïðîñòðàí-

ñòâå (R, τèíò). Òîãäà ñóùåñòâóåò U ∈ τ , òàêîå ÷òî r ∈ U ⊆ B. Òàê êàê
U ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåêîòîðûõ èíòåðâàëîâ, òî ñóùåñòâóåò òàêîé
èíòåðâàë (a, b), ÷òî r ∈ (a, b) ∈ B.

Ïîñêîëüêó â ëþáîì íåïóñòîì èíòåðâàëå êðîìå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë
ñîäåðæàòñÿ è èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà, à B ñîäåðæèò òîëüêî ðàöèîíàëüíûå
÷èñëà, òî ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íå âåðíî è B íå ÿâëÿåòñÿ
îêðåñòíîñòüþ òî÷êè r.

2.5.1. Â ñàìîì äåëå, åñëè U ∈ Ωa = {X}, òî U = X. Òàê êàê
X ∈ τ , òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.3.4, X ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè
a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ).

Êðîìå òîãî, åñëè U - îêðåñòíîñòü òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ), òî
ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 2.2.2, U = X . Òîãäà X ⊆ U , ò.å. ñîâîêóïíîñòü
Ωa = {X} óäîâëåòâîðÿåò îáîèì óñëîâèÿì îïðåäåëåíèÿ 2.4, è çíà÷èò, îíà
ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè a.

2.5.2. Â ñàìîì äåëå, òàê êàê τ - äèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ, òî {a} ∈ τ , è
çíà÷èò, {a} - îêðåñòíîñòü òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ) (ñì. óòâåðæäåíèå
2.3.4).

Êðîìå òîãî, åñëè V - îêðåñòíîñòü òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ), òî
a ∈ V è çíà÷èò {a} ⊆ V . Ñëåäîâàòåëüíî, Ωa ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì îêðåñòíî-
ñòåé òî÷êè a.
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2.5.3. Â ñàìîì äåëå, òàê êàê a ∈ {a} ∈ τ , òî {a} ÿâëÿåòñÿ
îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ). Êðîìå òîãî, åñëè
U - îêðåñòíîñòü òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ), òî a ∈ U , è çíà÷èò,
{a} ⊆ U . Ñëåäîâàòåëüíî, Ωa ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè a â
ïðîñòðàíñòâå (X, τ).

Ïðîâåðèì òåïåðü âûïîëíåíèÿ óñëîâèé îïðåäåëåíèÿ 2.4 äëÿ ñîâîêóïíî-
ñòè Ω′.

Òàê êàê X ∈ τ è b ∈ X, òî Xÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè b. Êðîìå
òîãî, åñëè U - îêðåñòíîñòü òî÷êè b â ïðîñòðàíñòâå (X, τ), òî ñóùåñòâóåò
òàêîå V ∈ τ , ÷òî b ∈ V ⊆ U .

Òàê êàê τ = {∅, X, {a}}, òî â êà÷åñòâå V ìîæíî âçÿòü òîëüêî X. Íî
òîãäà U = X, è çíà÷èò, Ω′ = {X} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè
b â ïðîñòðàíñòâå (X, τ).

Òàê êàê {a} ∈ τ , òî {a} ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a, íî â
ñîâîêóïíîñòè Ω′ = {X} íåò ìíîæåñòâà, êîòîðîå ñîäåðæèòñÿ â {a}, ò.å.
íå âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå óñëîâèå îïðåäåëåíèÿ 2.4, è çíà÷èò, Ω′ = {X} íå
ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ).

2.5.4. Äåéñòâèòåëüíî, a ∈ Un =
(
a− 1

2n ; a + 1
2n

) ∈ τèíò äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, è çíà÷èò, êàæäîå èç ìíîæåñòâ Un ÿâëÿåòñÿ
îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (R, τèíò).

Êðîìå òîãî, åñëè V - îêðåñòíîñòü òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (R, τèíò),
òî ñóùåñòâóåò òàêîå W ∈ τèíò, ÷òî a ∈ W ⊆ V .

Òàê êàê W ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåêîòîðûõ èíòåðâàëîâ, òî ñóùåñò-
âóþò òàêèå ÷èñëà a0, b0 ∈ R, ÷òî a ∈ (a0, b0) ⊆ W . Ñóùåñòâóåò òàêîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, ÷òî a− 1

2n > a0 è a + 1
2n < b0. Òîãäà(

a− 1
2n ; a + 1

2n

) ⊆ (a0, b0) ⊆ W ⊆ V .
Ñëåäîâàòåëüíî, Ω ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè a â ïðîñò-

ðàíñòâå (R, τèíò).

2.5.5. Òàê êàê ìíîæåñòâî N\({n, n + 1, n + 2, ...} ∪ {1}) ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íûì, òî {n, n + 1, n + 2, ...}∪{1} ∈ τ è ñîäåðæèò 1. Òîãäà ïî òåîðåìå
2.3, îíî ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè 1 â ïðîñòðàíñòâå (N, τ).

Êðîìå òîãî, åñëè U - îêðåñòíîñòü 1 â ïðîñòðàíñòâå (N, τ), òî ñóùåñòâó-
åò òàêîå V ∈ τ , ÷òî 1 ∈ V ⊆ U . Òîãäà N\V ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì
ìíîæåñòâîì.

Åñëè m = max {x ∈ N\V }, òî {m + 1,m + 2,m + 3, ...} ⊆ V . Òàê êàê
1 ∈ V , òî {1} ∪ {m + 1,m + 2,m + 3, ...} ⊆ V .

Ñëåäîâàòåëüíî, Ω ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì îêðåñòíîñòåé òî÷êè 1 â ïðîñòðàí-
ñòâå (N, τ).
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3.2.1. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ∅ = X\X ∈ τ è X ⊆ X, òî X ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (X, τ), è òàê êàê X = X\∅ ∈ τ è
∅ ⊆ X, òî ∅ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (X, τ).

3.2.2. Â ñàìîì äåëå, òàê êàê τ = {∅, X}, òî åñëè A - çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (X, τ) , òî ëèáî A = X\∅ = X, ëèáî
A = X\X = ∅.

3.2.3. Â ñàìîì äåëå, X\A ∈ τ äëÿ ëþáîãî A ⊆ X, èáî τ ñîñòîèò èç
âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X.

3.2.4. Òàê êàê τ1 - àíòèäèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ, òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ñîâïàäàåò ñ ñîâîêóïíîñòüþ {X, ∅}.

Òàê êàê τ2 - äèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ, òî çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè
ÿâëÿþòñÿ âñå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà X.

Òàê êàê τ3 = {∅, {a, b} , {a}}, òî ∅ = X\X, {a, b} = X\∅, è
{b} = {a, b}\{a}, è çíà÷èò, ñîâîêóïíîñòü âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ñîâïà-
äàåò ñ ñîâîêóïíîñòüþ {∅, {a, b} , {b}}.

Ñëó÷àé τ4 = {∅, {a, b} , {b}}, ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ äëÿ τ3,

3.2.5. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå 3.2.3 ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ñîâîêóïíîñòü
âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ñîâïàäàåò ñ {∅, {a, b, c} , {b, c} , {c} , {a, c}}.

3.2.6. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå 3.2.3 ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
N Òîïîëîãèè σi Ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ
1 {∅, X} {∅, X}
2 {∅, X, {a}} {∅, X, {b, c}}
3 {∅, X, {b}} {∅, X,{a,c}}
4 {∅, X, {c}} {∅, X,{a,b}}
9 {∅, X{a, b}} {∅, X, {c}}
10 {∅, X, {a},{a, b}} {∅, X,{b,c},{c}}
11 {∅, X, {b},{a, b}} {∅, X,{a,c},{c}}
12 {∅, X, {c}, {a, b}} {∅, X, {a, b}, {c}}
13 {∅, X, {a}, {b}, {a, b}} {∅, X, {b,c},{a,c},{c}}
17 {∅, X,{a, c}} {∅, X,{b}}
18 {∅, X, {a},{a, c}} {∅, X,{b,c},{b}}
19 {∅, X, {b},{a, c}} {∅, X, {a, c}, {b}}
20 {∅, X, {c}, {a, c}} {∅, X,{a,b},{b}}
22 {∅, X, {a}, {c}, {a, c}} {∅, X, {b,c},{a,b},{b}}
25 {∅, X,{b, c}} {∅, X,{a}}
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N Òîïîëîãèè σi Ìíîæåñòâî âñåõ
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ

26 {∅, X, {a},{b, c}} {∅, X, {a}, {b.c}}
27 {∅, X, {b},{b, c}} {∅, X,{a,c},{a}}
28 {∅, X, {c}, {b, c}} {∅, X,{a,b},{a}}
34 {∅, X, {a}, {a, b},{a, c}} {∅, X,{b,c}, {c},{b}}
37 {∅, X, {a}, {b}, {a, b},{a, c}} {∅, X, {a, c}, {b},

{b,c},{c}}
38 {∅, X, {a}, {c}, {a, b}, {a, c}} {∅, X, {a, b}, {c},

{b,c},{b}}
44 {∅, X, {c}, {a, c},{b, c}} {∅, X,{a,b}, {b},{a}}
46 {∅, X, {a}, {c}, {a, c},{b, c}} {∅, X, {b, c}, {a},

{b,a},{b}}
47 {∅, X, {b}, {c}, {a, c},{b, c}} {∅, X,{a,c},{a,b},

{b},{a}}
51 {∅, X, {b},{a, b},{b, c}} {∅, X,{a,c},{c},{a}}
53 {∅, X, {a}, {b}, {a, b},{b, c}} {∅, X, {b, c}, {a},

{a,c},{c}}
55 {∅, X, {b}, {c}, {a, b},{b, c}} {∅, X, {a, b}, {c},

{a,c},{a}}
64 {∅, X, {a}, {b}, {c},{a, b}, {a, c}, {b, c}} {∅, X, {a}, {b}, {c},

{a, b}, {a, c},{b, c}}

3.7. Â ñàìîì äåëå, åñëè k = 1, òî
1⋃

i=1

Ai = A1 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
ìíîæåñòâîì.

Äîïóñòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ÷èñëà k−1. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ
3.6.1, ïîëó÷àåì, ÷òî

k⋃
i=1

Ai = (
k−1⋃
i=1

Ai)
⋃

Ak ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñò-
âîì.

3.11.1. Â ñàìîì äåëå, åñëè V - ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x,
òî x ∈ V . Òàê êàê x ∈ M , òî x ∈ V ∩M . Òîãäà V ∩M 6= ∅, ò.å. x ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ê ìíîæåñòâó M .

3.11.2. Â ñàìîì äåëå, {a} - îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå
(X, τ) , è çíà÷èò, {a} ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a. Òàê êàê a - òî÷êà
ïðèêîñíîâåíèÿ ê M , òî {a} ∩M 6= ∅, è çíà÷èò, a ∈ M .

3.11.3. Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðåäûäóùèõ äâóõ óòâåðæäåíèé.
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3.11.4. Â ñàìîì äåëå, åñëè x ∈ X è V− îêðåñòíîñòü òî÷êè x, òî,
ñîãëàñíî 2.2.2, V = X, è çíà÷èò, V ∩ M = X ∩ M = M 6= ∅, ò.å. x
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ê ìíîæåñòâó M .

3.11.5. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî íåêîòîðàÿ òî÷êà a ∈ X
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ê ∅. Òîãäà X ∈ τ , è çíà÷èò, X ÿâëÿåòñÿ
îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a.

Òàê êàê X ∩ ∅ = ∅, òî ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, a íå
ìîæåò áûòü òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ê ∅.

3.11.6. Â ñàìîì äåëå, åñëè V - ïðîèçâîëüíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè a,
òî íàéäåòñÿ òàêîå U ∈ τèíò, ÷òî a ∈ U ⊆ V . Òàê êàê U =

⋃
α∈Ω

(aα, bα), òî
a ∈ (aα0 , bα0) äëÿ íåêîòîðîãî α0 ∈ Ω. Òîãäà
∅ 6= (aα0 , bα0) ∩ (a, b) ⊆ U ∩ (a, b) ⊆ V ∩ (a, b), è çíà÷èò,
V ∩ (a, b) 6= ∅. Èç ïðîèçâîëüíîñòè îêðåñòíîñòè V ñëåäóåò, ÷òî a ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ê (a, b).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî b ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèêîñíîâåíèÿ ê
(a, b).

3.11.7. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîãî ÷èñëà r ∈ R, ïðîèçâîëüíàÿ
îêðåñòíîñòü V ýòîãî ÷èñëà ñîäåðæèò íåêîòîðûé íåïóñòîé èíòåðâàë
(a, b). Òàê êàê â ëþáîì íåïóñòîì èíòåðâàëå ñîäåðæèòñÿ íåêîòîðîå
ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, òî V ∩ Q 6= ∅. Çíà÷èò, Q ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì
ìíîæåñòâîì â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (R, τèíò).

3.21.1. Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé 3.20, 1.1 è 3.1.

3.21.2. Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ 3.20, è îïðåäåëåíèÿ
àíòèäèñêðåòíîé òîïîëîãèè (ñì. óïðàæíåíèå 1.3.1).

3.21.3. Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç óïðàæíåíèé 1.3.2 è 3.2.3.

3.21.4. Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç óïðàæíåíèé 1.3.3 è 3.2.4.

3.21.5. Ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç óïðàæíåíèé 1.3.5 è 3.2.5.

3.22. Ó÷èòûâàÿ òàáëèöû óêàçàííûå â ïðèìåðå 1.9 è ïðè ðåøåíèè
óïðàæíåíèÿ 3.2.6, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òàáëèöó:

4.3. 1. Â ñàìîì äåëå, åñëè U ⊆ A, òî U ⊆ X, è çíà÷èò, U ∈ τ . Òîãäà
U = U ∩ A ∈ τ |A , ò.å. (A, τ |A ) - äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî.
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N Òîïîëîãèè σi Ìíîæåñòâî âñåõ
îòêðûòî-çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ

1 {∅, X} {∅, X}
2 {∅, X, {a}} {∅, X}
3 {∅, X, {b}} {∅, X}
4 {∅, X, {c}} {∅, X}
9 {∅, X{a, b}} {∅, X}
10 {∅, X, {a},{a, b}} {∅, X}
11 {∅, X, {b},{a, b}} {∅, X}
12 {∅, X, {c}, {a, b}} {∅, X, {a, b}, {c}}
13 {∅, X, {a}, {b}, {a, b}} {∅, X}
17 {∅, X,{a, c}} {∅, X}
18 {∅, X, {a},{a, c}} {∅, X}
19 {∅, X, {b},{a, c}} {∅, X, {a, c}, {b}}
20 {∅, X, {c}, {a, c}} {∅, X}
22 {∅, X, {a}, {c}, {a, c}} {∅, X}
25 {∅, X,{b, c}} {∅, X}
26 {∅, X, {a},{b, c}} {∅, X, {a}, {b.c}}
27 {∅, X, {b},{b, c}} {∅, X}
28 {∅, X, {c}, {b, c}} {∅, X}
31 {∅, X, {b}, {c}, {b, c}} {∅, X}
34 {∅, X, {a}, {a, b},{a, c}} {∅, X}
37 {∅, X, {a}, {b}, {a, b},{a, c}} {∅, X, {a, c}, {b}}
38 {∅, X, {a}, {c}, {a, b}, {a, c}} {∅, X, {a, b}, {c}}
44 {∅, X, {c}, {a, c},{b, c}} {∅, X}
46 {∅, X, {a}, {c}, {a, c},{b, c}} {∅, X, {b, c}, {a}}
47 {∅, X, {b}, {c}, {a, c},{b, c}} {∅, X,{a, c}, {b}}
51 {∅, X, {b},{a, b},{b, c}} {∅, X}
53 {∅, X, {a}, {b}, {a, b},{b, c}} {∅, X, {b, c}, {a}}
55 {∅, X, {b}, {c}, {a, b},{b, c}} {∅, X, {a, b}, {c}}
64 {∅, X, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c},{b, c}} {∅, X, {a}, {b}, {c},

{a, b}, {a, c},{b, c}}
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4.3. 2. Â ñàìîì äåëå, åñëè ∅ 6= U ∈ τ |A , òî ñóùåñòâóåò òàêîå
∅ 6= V ∈ τ , ÷òî U = V ∩A. Òàê êàê (X, τ) - àíòèäèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî,
òî τ = {∅, X}.

Çíà÷èò V = X. Òîãäà U = V ∩ A = X ∩ A = A, è çíà÷èò, (A, τ |A )
ÿâëÿåòñÿ àíòèäèñêðåòíûì ïðîñòðàíñòâîì.

4.3.3. Â ñàìîì äåëå, åñëè a ∈ Z, òî (
a− 1

2
, a + 1

2

) ∈ τ . Òàê êàê
{a} = Z ∩ (a− 1

2
, a + 1

2
), òî {a} ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì â

(Z, τèíò |Z ) äëÿ ëþáîãî a ∈ Z.
Òîãäà â (Z, τèíò |Z ) ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Z áóäåò îòêðû-

òûì, êàê îáúåäèíåíèå îäíîýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ,
êàê ìû ïîêàçàëè âûøå, ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì.

5.5. Â ñàìîì äåëå, åñëè f : X → Y ÿâëÿåòñÿ áèåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì,
òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà y ∈ Y èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ýëåìåíò xy ∈ X,
òàêîé, ÷òî y = f(xy).

Òîãäà, ïîñòàâèâ êàæäîìó ýëåìåíòó y ∈ Y â ñîîòâåòñòâèè ýëåìåíò
xy ∈ X îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ϕ : Y → X, êîòîðîå áóäåò îáðàòíûì
îòîáðàæåíèåì ê îòîáðàæåíèþ f , òàê êàê f(ϕ(y)) = f(xy) = y äëÿ ëþáîãî
y ∈ Y è ϕ(f(x)) = x äëÿ ëþáîãî x ∈ X.

Ïóñòü òåïåðü äëÿ îòîáðàæåíèÿ f : X → Y ñóùåñòâóåò îáðàòíîå
îòîáðàæåíèå φ : Y → X. Åñëè y ∈ Y , òî φ(y) ∈ X, ïðè÷åì y = f(φ(y)),
ò.å. îòîáðàæåíèå f : X → Y ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì. Åñëè a 6= b ∈ X, òî
φ(f(a)) = a 6= b = φ(f(b)). Ïîñêîëüêó φ : Y → X ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì,
òî f(a) 6= f(b).

5.7.1. Åñëè a ∈ Aγ, òî f(a) ∈ f(Aγ), è çíà÷èò
a ∈ {x ∈ X|f(x) ∈ f(Aγ)} = f−1(f(Aγ)). Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà a
ñëåäóåò, ÷òî Aγ ⊆ f−1(f(Aγ)).

Ïóñòü òåïåðü f : X → Y áóäåò èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì, è
b ∈ f−1(f(Aγ)). Òîãäà f(b) ∈ f(Aγ), è çíà÷èò f(b) = f(a) äëÿ íåêîòîðîãî
a ∈ Aγ. Òàê êàê f : X → Y ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì, òî
b = a ∈ Aγ. Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà b ñëåäóåò, ÷òî
Aγ ⊇ f−1(f(Aγ)), è çíà÷èò, Aγ = f−1(f(Aγ)).

5.7.2. Åñëè b ∈ f(f−1(Bγ)), òî b = f(a) äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà
a ∈ f−1(Bγ) = {x ∈ X|f(x) ∈ Bγ}, è çíà÷èò, b = f(a) ∈ Bγ. Èç
ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà b ñëåäóåò, ÷òî f(f−1(Bγ)) ⊆ Bγ.

Ïóñòü òåïåðü f : X → Y ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì è
b ∈ Bγ. Ïîñêîëüêóf ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì, òî b = f(x)
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äëÿ íåêîòîðîãî ýëåìåíòà x ∈ X. Òîãäà x ∈ f−1(Bγ), è çíà÷èò,
b = f(x) ∈ f(f−1(Bγ)). Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà b ñëåäóåò, ÷òî
f(f−1(Bγ)) ⊇ Bγ, è çíà÷èò, f(f−1(Bγ)) = Bγ.

5.7.3. Åñëè b ∈ f(
⋂

γ∈Γ

Aγ), òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a ∈ ⋂
γ∈Γ

Aγ, ÷òî

b = f(a). Òîãäà a ∈ Aγ äëÿ ëþáîãî γ ∈ Γ, è çíà÷èò, b = f(a) ∈ ⋂
γ∈Γ

f(Aγ).

Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà b ñëåäóåò, ÷òî f(
⋂

γ∈Γ

Aγ) ⊆
⋂

γ∈Γ

f(Aγ).

Ïóñòü òåïåðü f : X → Y ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì, è
b ∈ ⋂

γ∈Γ

f(Aγ). Òîãäà äëÿ êàæäîãî γ ∈ Γ ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò

aγ ∈ Aγ, ÷òî b = f(aγ). Èç èíúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f ñëåäóåò, ÷òî
âñå aγ ðàâíû ìåæäó ñîáîé, ò.å. aγ = a, ïðè÷åì a ∈ ⋂

γ∈Γ

Aγ. Òîãäà

b = f(a) ∈ f(
⋂

γ∈Γ

Aγ).

Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà b ñëåäóåò, ÷òî f(
⋂

γ∈Γ

Aγ) ⊇
⋂

γ∈Γ

f(Aγ), è

çíà÷èò, f(
⋂

γ∈Γ

Aγ) =
⋂

γ∈Γ

f(Aγ).

5.7.4. Åñëè a ∈ f−1(
⋂

γ∈Γ

Bγ), òî f(a) ∈ Bγ äëÿ ëþáîãî γ ∈ Γ, è çíà÷èò,

a ∈ f−1(Bγ) äëÿ ëþáîãî γ ∈ Γ. Òîãäà a ∈ ⋂
γ∈Γ

f−1(Bγ). Èç ïðîèçâîëüíîñòè

ýëåìåíòà a ñëåäóåò, ÷òî f−1(
⋂

γ∈Γ

Bγ) ⊆.
⋂

γ∈Γ

f−1(Bγ).

Ïóñòü òåïåðü a ∈ ⋂
γ∈Γ

f−1(Bγ). Òîãäà f(a) ∈ Bγ äëÿ ëþáîãî γ ∈ Γ, è

çíà÷èò, f(a) ∈ ⋂
γ∈Γ

Bγ , ò.å. a ∈ f−1(
⋂

γ∈Γ

Bγ). Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà a

ñëåäóåò, ÷òî f−1(
⋂

γ∈Γ

Bγ) ⊇.
⋂

γ∈Γ

f−1(Bγ), è çíà÷èò, f−1(
⋂

γ∈Γ

Bγ) =.
⋂

γ∈Γ

f−1(Bγ).

5.7.5. Åñëè b ∈ f(Aγ1)\f(Aγ2), òî b ∈ f(Aγ1) è b /∈ f(Aγ2). Òîãäà
ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a ∈ Aγ1 , ÷òî b = f(a), ïðè÷åì a /∈ Aγ2 . Çíà÷èò,
a ∈ Aγ1\Aγ2 , ò.å. b = f(a) ∈ f(Aγ1\Aγ2). Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà b
ñëåäóåò, ÷òî f(Aγ1)\f(Aγ2) ⊆ f(Aγ1\Aγ2).

Ïóñòü òåïåðü f : X → Y áóäåò èíúåêòèâíûì îòîáðàæåíèåì è
b ∈ f(Aγ1\Aγ2). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a ∈ Aγ1\Aγ2 , ÷òî
b = f(a). Èç èíúåêòèâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f ñëåäóåò, ÷òî
b = f(a) /∈ f(Aγ2), è çíà÷èò b ∈ f(Aγ1)\f(Aγ2). Èç ïðîèçâîëüíîñòè
ýëåìåíòà b ñëåäóåò, ÷òî f(Aγ1)\f(Aγ2) ⊇ f(Aγ1\Aγ2), è çíà÷èò,
f(Aγ1)\f(Aγ2) = f(Aγ1\Aγ2).
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5.7.6. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðåäûäóùåãî
óòâåðæäåíèÿ (íóæíî âçÿòü Aγ1 = X è Aγ2 = Aγ).

5.7.7. Åñëè a ∈ f−1(Bγ1\Bγ2), òî f(a) ∈ Bγ1\Bγ2 , è çíà÷èò,
f(a) ∈ Bγ1 è f(a) /∈ Bγ2 . Òîãäà a ∈ f−1(Bγ1) è a /∈ f−1(Bγ2), è
çíà÷èò, a ∈ f−1(Bγ1)\f−1(Bγ2). Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà a ñëåäóåò,
÷òî f−1(Bγ1\Bγ2) ⊆ f−1(Bγ1)\f−1(Bγ2).

Åñëè æå a ∈ f−1(Bγ1)\f−1(Bγ2), òî a ∈ f−1(Bγ1) è a /∈ f−1(Bγ2). Òîãäà
f(a) ∈ Bγ1 è f(a) /∈ Bγ2 , è çíà÷èò f(a) ∈ Bγ1\Bγ2 . Ñëåäîâàòåëüíî,
a ∈ f−1(Bγ1\Bγ2). Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà a ñëåäóåò, ÷òî
f−1(Bγ1\Bγ2) ⊇ f−1(Bγ1)\f−1(Bγ2), è çíà÷èò,
f−1(Bγ1\Bγ2) = f−1(Bγ1)\f−1(Bγ2).

Òàê êàê X = f−1(Y ), òî âòîðîå ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
òîëüêî ÷òî äîêàçàííîãî ðàâåíñòâà (íóæíî âçÿòü Bγ1 = Y è Bγ2 = Bγ).

5.7.8. Ïóñòü b ∈ f(
⋃

γ∈Γ

Aγ). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò

a ∈ ⋃
γ∈Γ

Aγ, ÷òî b = f(a). Åñëè γ1 ∈ Γ òàêîé ýëåìåíò, ÷òî a ∈ Aγ1 , òî

b = f(a) ∈ f(Aγ1) ⊆
⋃

γ∈Γ

f(Aγ). Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà b ñëåäóåò,

÷òî f(
⋃

γ∈Γ

Aγ) ⊆
⋃

γ∈Γ

f(Aγ).

Àíàëîãè÷íî, åñëè b ∈ ⋃
γ∈Γ

f(Aγ), òî b ∈ f(Aγ1) äëÿ íåêîòîðîãî γ1 ∈ Γ.

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò a ∈ Aγ1 , ÷òî b = f(a), è çíà÷èò,
b ∈ f(Aγ1) ⊆ f(

⋃
γ∈Γ

Aγ). Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà b ñëåäóåò, ÷òî

f(
⋃

γ∈Γ

Aγ) ⊇
⋃

γ∈Γ

f(Aγ), è çíà÷èò, f(
⋃

γ∈Γ

Aγ) =
⋃

γ∈Γ

f(Aγ).

5.7.9. Åñëè a ∈ f−1(
⋃

γ∈Γ

Bγ),òî

f(a) ∈ ⋃
γ∈Γ

Bγ, è çíà÷èò, f(a) ∈ Bγ1 äëÿ íåêîòîðîãî γ1 ∈ Γ. Òîãäà a ∈
f−1(Bγ1) ⊆

⋃
γ∈Γ

f−1(Bγ). Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà a ñëåäóåò, ÷òî

f−1(
⋃

γ∈Γ

Bγ) ⊆
⋃

γ∈Γ

f−1(Bγ).

Àíàëîãè÷íî, åñëè a ∈ ⋃
γ∈Γ

f−1(Bγ), òî a ∈ f−1(Bγ1) íåêîòîðîãî

γ1 ∈ Γ. Òîãäà f(a) ∈ Bγ1 ⊆ ⋃
γ∈Γ

Bγ, è çíà÷èò, a ∈ f−1(
⋃

γ∈Γ

Bγ). Èç
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ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà a ñëåäóåò, ÷òî f−1(
⋃

γ∈Γ

Bγ) ⊇
⋃

γ∈Γ

f−1(Bγ), è

çíà÷èò, f−1(
⋃

γ∈Γ

Bγ) =
⋃

γ∈Γ

f−1(Bγ).

5.7.10. Ïóñòü X = {a, b} è Y = {c, d}. Åñëè f : X → Y - òàêîå
îòîáðàæåíèå, ÷òî f(a) = f(b) = c, òî:

{a} 6= {a, b} = f−1({c}) = f−1(f({a}));
{c, d} 6= {c} = f({a, b}) = f(f−1({c, d}));
f({a} ∩ {b}) = f(∅) 6= {c} = f({a}) ∩ f({{b});
f({a, b}\{a}) = f({b}) = {c} 6= ∅ = {c}\{c} = f({a, b})\f({a}).
5.11.1. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü x ∈ X è U - ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè

f(x), â ïðîñòðàíñòâå (Y, τ2). Òîãäà f(x) ∈ U . Òàê êàê (X, τ1) - äèñêðåòíîå
ïðîñòðàíñòâî, òî {x} ∈ τ1, è çíà÷èò, {x} - îêðåñòíîñòü ýëåìåíòà x
â (X, τ1). Òîãäà f({x}) = {f(x)} ⊆ U , ò.å. îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ
íåïðåðûâíûì â òî÷êå x.

Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòà x ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ
f .

5.11.2. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x ∈ X è U - îêðåñòíîñòü òî÷êè f(x) â
ïðîñòðàíñòâå (Y, τ2). Òàê êàê (Y, τ2) - àíòèäèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî, òî,
ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 2.2.2, U = Y . Òàê êàê X - îêðåñòíîñòü òî÷êè x â
ïðîñòðàíñòâå (X, τ) (èáî X ∈ τ è x ∈ X), òî f(X) ⊆ Y = U , è çíà÷èò f
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì â òî÷êå x.

Èç ïðîèçâîëüíîñòè òî÷êè x ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ f .

5.11.3. Ýòîò ðåçóëüòàò äîêàçûâàåòñÿ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà.

5.15.1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè U ∈ τ1, òî
f(U) ∈ τ2 (ïîòîìó ÷òî f(U) ⊆ Y è τ2 - äèñêðåòíàÿ òîïîëîãèÿ).

Êðîìå òîãî, åñëè F - çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå (X, τ1), òî
f(F ) ⊆ Y , è çíà÷èò (ñì. óïðàæíåíèå 3.2.3), f(F ) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
ìíîæåñòâîì â ïðîñòðàíñòâå (Y, τ2).

5.15.2. Â ñàìîì äåëå, åñëè U ∈ τ1, òî ëèáî U = ∅, ëèáî U = X.
Åñëè U = ∅, òî f(U) = f(∅) = ∅ ∈ τ2 è åñëè U = X, òî

f(U) = f(X) = Y ∈ τ2.
Çíà÷èò fÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì îòîáðàæåíèåì.
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5.15.3.
1) Åñëè U ∈ τ2, òî èç íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ f : (X, τ1) → (Y, τ2)

(ñì. òåîðåìó 5.13) ñëåäóåò, ÷òî f−1(U) ∈ τ1, è çíà÷èò, îòîáðàæåíèå
f−1 : (Y, τ2) → (X, τ1) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì, ò.å. 1) ⇒ 2).

2) Åñëè U ∈ τ2, òî èç îòêðûòîñòè îòîáðàæåíèÿ f−1 : (Y, τ2) → (X, τ1)
ñëåäóåò, ÷òî f−1(U) ∈ τ1, è çíà÷èò (ñì. òåîðåìó 5.13), îòîáðàæåíèå
f : (X, τ1) → (Y, τ2) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, ò.å. 2) ⇒ 1).

Ñëåäîâàòåëüíî, 1) ⇔ 2).
3) Èç ðàâåíñòâà X \ f−1(A) = f−1(Y \ A) äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà

A ⊆ Y ñëåäóåò, ÷òî 2) ⇔ 3).

5.23.1. Â ñàìîì äåëå,

τf =
{
f−1 (U) |U ∈ τ2

}
=

{
f−1 (Y ) , f−1 (∅)} = {X, ∅} ,

ò.å. τf ÿâëÿåòñÿ àíòèäèñêðåòíîé òîïîëîãèåé.

5.23.2 Â ñàìîì äåëå, åñëè A ⊆ X, òî U = f(A) ⊆ Y , è çíà÷èò,
f(A) ∈ τ2. Òîãäà, ñîãëàñíî óïðàæíåíèþ 5.7.1, A = f−1(f(A)) ∈ τf , ò.å. τf

ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé òîïîëîãèåé.

5.23.3. Ïóñòü W ∈ τ3. Òîãäà, ñîãëàñíî òåîðåìå 5.13, ϕ−1(W ) ∈ τ2, è
çíà÷èò, (ϕ ◦ f)−1(W ) = f−1(ϕ−1(W )) ∈ τ1.

Èç ïðîèçâîëüíîñòè W ñëåäóåò (ñì. òåîðåìó 5.13), ÷òî
ϕ ◦ f : (X, τ1) → (Z, τ3) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì.

5.23.4. Ïóñòü U ∈ τ1. Òîãäà f(U) ∈ τ2, è çíà÷èò, ϕ(f(U)) ∈ τ3.
Èç ïðîèçâîëüíîñòè U ñëåäóåò, ÷òî ϕ ◦ f : (X, τ1) → (Z, τ3) ÿâëÿåòñÿ

îòêðûòûì îòîáðàæåíèåì.

5.23.5. Ïóñòü a ∈ X è ε > 0. Òàê êàê îòîáðàæåíèå fi : (X, τ) →
(R, τèíò) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì äëÿ êàæäîãî 1 ≤ i ≤ n, òî ñóùåñòâóþò
òàêèå îêðåñòíîñòè Ui òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ), ÷òî f(a)−ε < fi(x) <

fi(a) + ε äëÿ ëþáîãî x ∈ Ui. Òîãäà U =
n⋂

i=1

Ui áóäåò îêðåñòíîñòüþ òî÷êè
a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ), ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî y ∈ U èìååì :

f(y) = max{f1(y), . . . , fn(y)} > max{f1(a)− ε, . . . , fn(a)− ε} = f(a)− ε
è f(y) = max{f1(y), . . . , fn(y)} < max{f1(a) + ε, . . . , fn(a) + ε} = f(a) + ε,
ò.å. f(a) − ε < f(y) < f(a) + ε. Èç ïðîèçâîëüíîñòè ÷èñëà ε è ýëåìåíòà a
ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå f : (X, τ) → (R, τèíò) áóäåò íåïðåðûâíûì.
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6.2.1. Â ñàìîì äåëå, åñëè A ∈ τ2, òî A ⊆ X. Òîãäà A ∈ τ2 (ñì.
îïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé òîïîëîãèè), ò.å. τ1 ⊆ τ2, è çíà÷èò, τ1 ≤ τ2.

6.2.2. Â ñàìîì äåëå, τ1 = {X, ∅} (ñì. îïðåäåëåíèå àíòèäèñêðåòíîé
òîïîëîãèè). Òàê êàê X ∈ τ2 è ∅ ∈ τ2 , òî τ1 ⊆ τ2, è çíà÷èò, τ1 ≤ τ2.

6.6.1. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R ñ îáû÷íûì
îòíîøåíèåì ïîðÿäêà ≤ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì,
èáî â íåì âûïîëíåíû âñå àêñèîìû îïðåäåëåíèÿ 6.5.

6.6.2. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ââåäåííîå áèíàðíîå îòíîøåíèå
óäîâëåòâîðÿåò âñåì àêñèîìàì îïðåäåëåíèÿ 6.5 , è çíà÷èò, N ÿâëÿåòñÿ
÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

6.6.3. Ýòî íå áóäåò ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì, èáî ÷èñëî
2 äåëèòñÿ íà ÷èñëî −2, è çíà÷èò, −2 ≤ 2. Êðîìå òîãî, ÷èñëî −2 äåëèòñÿ
íà ÷èñëî 2, è çíà÷èò, 2 ≤ −2 . Íî 2 6= −2, ò.å. íå âûïîëíÿåòñÿ 3-å óñëîâèå
îïðåäåëåíèÿ 6.5.

6.6.4. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïåðâàÿ è âòîðàÿ àêñèîìû îïðåäåëåíèÿ 6.5
âûïîëíÿþòñÿ.

Êðîìå òîãî, åñëè a ≤ b è b ≤ a , òî a = bs è b = ak. Òîãäà
b = ak = (bs)k = bsk , è çíà÷èò, sk = 1. Òàê êàê k, s ∈ Z, òî s = k = 1 èëè
s = k = −1.

Åñëè s = k = 1, òî a = b.
Åñëè æå s = k = −1, òî b = a−1 /∈ Z äëÿ a 6= ±1. Çíà÷èò a = ±1.

Òîãäà b = a−1 = (±1)−1 = ±1 = a. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ è òðåòüÿ
àêñèîìà îïðåäåëåíèÿ 6.5.

6.6. 5. Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ýòî áèíàðíîå îòíîøåíèå óäîâëåòâîðÿåò
âñåì àêñèîìàì îïðåäåëåíèÿ 6.5 , ò.å. ýòî ìíîæåñòâî áóäåò ÷àñòè÷íî
óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì.

6.9.1. inf M =
√

2 è sup M =
√

3.

6.9.2. inf M è sup M íå ñóùåñòâóþò, èáî
√

2 /∈ S è äëÿ ëþáîãî
ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà r, êîòîðîå ìåíüøå âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë èíòåð-
âàëà (

√
2,
√

3) ñóùåñòâóåò òàêîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî q, ÷òî r < q è q
ìåíüøå âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë èíòåðâàëà (

√
2,
√

3). Çíà÷èò, inf M íå
ñóùåñòâóåò.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî sup M íå ñóùåñòâóåò.
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7.4.1. Åñëè X ñîäåðæèò áîëüøå ÷åì 1 ýëåìåíò, òî â àíòèäèñêðåòíîì
ïðîñòðàíñòâå (X, τ) âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî àêñèîìû T3 è T4, èáî:

Åñëè äëÿ çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà F ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà d ∈ X,
÷òî d /∈ F , òî F = ∅, è òîãäà U = ∅ ∈ τ è V = X ∈ τ óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèþ, êîòîðîå óêàçàíî â ôîðìóëèðîâêå àêñèîìû T3;

Àíàëîãè÷íî, åñëè A,B - íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â
àíòèäèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå, òî õîòÿ áû îäíî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì
ìíîæåñòâîì. Òîãäà U = ∅ è V = X óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì, êîòîðûå
óêàçàíû â ôîðìóëèðîâêå àêñèîìû T4.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî â àíòèäèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå íå âûïîëíÿåòñÿ
àêñèîìà T0.

Åñëè a, b ∈ X - äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè, òî âñÿêàÿ îêðåñòíîñòü ýëåìåíòà
a ðàâíà X, è çíà÷èò, b ∈ X.

Àíàëîãè÷íî, âñÿêàÿ îêðåñòíîñòü ýëåìåíòà b ðàâíà X, è çíà÷èò, a ∈ X.
Ñëåäîâàòåëüíî, íè îäíà èç äðóãèõ àêñèîì îòäåëèìîñòè êðîìå àêñèîì

T3 è T4 â àíòèäèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå íå âûïîëíÿåòñÿ.

7.4.2. Â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå âûïîëíÿþòñÿ âñå àêñèîìû îòäå-
ëèìîñòè.

Â ñàìîì äåëå, åñëè a 6= b, òî {a} ∈ τ è a ∈ {a}, è çíà÷èò, {a} ÿâëÿåòñÿ
îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a.

Àíàëîãè÷íî {b} - îêðåñòíîñòü òî÷êè b.
Òàê êàê {a} ∩ {b} = ∅, òî àêñèîìà T2 âûïîëíÿåòñÿ.
Òîãäà ïî òåîðåìå 7.2. âûïîëíÿþòñÿ è àêñèîìû T1 è T0.

Ïóñòü òåïåðü A,B - òàêèå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå
(X, τ), ÷òî A∩B = ∅. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî (X, τ) ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì,
òî A,B ∈ τ . Âçÿâ U = A è V = B, âèäíî, ÷òî àêñèîìà T4 âûïîëíÿåòñÿ,
ò.å. äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 7.3.4, ïðîñòðàíñòâî (X, τ) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðåãóëÿð-
íûì, è çíà÷èò, îíî ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì.

Ñëåäîâàòåëüíî, â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå âûïîëíÿþòñÿ âñå àêñèîìû
îòäåëèìîñòè.

7.4.3. Â ýòîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî
àêñèîìû T0 è T4

Â ñàìîì äåëå, åñëè x 6= y ∈ X, òî îäèí èç ýòèõ ýëåìåíòîâ ðàâåí a,
à äðóãîé ðàâåí b. Òîãäà ìíîæåñòâî {a} ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a,
ïðè÷åì b /∈ {a}, ò.å. àêñèîìà T0 âûïîëíÿåòñÿ.



99

Òàê êàê ëþáàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè b ðàâíà X è a ∈ X, òî àêñèîìà T1

íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà ïî óòâåðæäåíèþ 7.2.1, íå âûïîëíÿåòñÿ è àêñèîìà
T2.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî F = {b} ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì. Âçÿâ
ýëåìåíò a, âèäèì, ÷òî âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå F = {b},
ñîäåðæèò è a, è çíà÷èò, àêñèîìà T3 íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü òåïåðü A,B - òàêèå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà â (X, τ), ÷òî
A ∩ B = ∅. Òàê êàê {∅, X, {b}} ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ âñåõ çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ, òî õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ äâóõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ A èëè B
äîëæíî ñîâïàäàòü ñ ∅. Òîãäà U = ∅ è V = X óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìå T4,
ò.å. àêñèîìà T4 âûïîëíÿåòñÿ.

7.4.4. Â ýòîì òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî
àêñèîìû T0 è T1.

Â ñàìîì äåëå, òàê êàê U = X\ {a} ∈ τ äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ X, è
çíà÷èò, U ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ ëþáîãî ýëåìåíòà b 6= a, ïðè÷åì
a /∈ U . Èç ïðîèçâîëüíîñòè ýëåìåíòîâ a è b ñëåäóåò, ÷òî â òîïîëîãè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå (X, τ) âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà T1, è çíà÷èò, âûïîëíÿåòñÿ è
àêñèîìà T0.

Ïóñòü òåïåðü a 6= b è ïóñòü U - îêðåñòíîñòü òî÷êè a, à V - îêðåñòíîñòü
òî÷êè b. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå U∗ ∈ τ è V ∗ ∈ τ , ÷òî
a ∈ U∗ ⊆ U è b ∈ V ∗ ⊆ V , è çíà÷èò, X\U∗ è X\V ∗ - êîíå÷íûå ìíîæåñòâà.
Èç áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà X ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò
d ∈ X, ÷òî d /∈ (X\U∗) ∪ (X\V ∗) = X\(U∗ ∩ V ∗). Òîãäà d ∈ U ∩ V , è
çíà÷èò, U ∩ V 6= ∅. Èç ïðîèçâîëüíîñòè îêðåñòíîñòåé U è V ñëåäóåò, ÷òî
àêñèîìà T2 íå âûïîëíÿåòñÿ.

Òàê êàê â ýòîì ïðîñòðàíñòâå âñÿêîå îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî
ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì (ñì. óòâåðæäåíèå 7.2.3) , òî èç òîãî, ÷òî â íåì íå
âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà T2, ñëåäóåò, ÷òî â íåì íå âûïîëíÿþòñÿ è àêñèîìû
T3 è T4.

7.5. Â ñàìîì äåëå, â àíòèäèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå, ñîäåðæàùåì
áîëüøå îäíîãî ýëåìåíòà, íå âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà T0.

Â 7.4.3. óêàçàíî ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ T0 ïðîñòðàíñòâîì,
íî íå ÿâëÿåòñÿ T1 ïðîñòðàíñòâîì;

Â. 7.4.4. óêàçàíî ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ T1 ïðîñòðàíñòâîì,
íî íå ÿâëÿåòñÿ T2 ïðîñòðàíñòâîì.
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7.7.1. Â ñàìîì äåëå, ïðè óñèëåíèè òîïîëîãèè âñÿêàÿ îêðåñòíîñòü
òî÷êè è âñÿêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî îñòàþòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè è
îòêðûòûì ìíîæåñòâîì, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà:

1. Åñëè (X, τ1) ÿâëÿåòñÿ T0 ïðîñòðàíñòâîì è a 6= b, òî ñóùåñòâóåò
òàêàÿ îêðåñòíîñòü U , íàïðèìåð, òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ1), ÷òî
b /∈ U . Íî òîãäà U ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ2),
ò.å. àêñèîìà T0 âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ïðîñòðàíñòâà (X, τ2).

2. Åñëè (X, τ1) ÿâëÿåòñÿ T1 ïðîñòðàíñòâîì è a 6= b, òî ñóùåñòâóåò
òàêàÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ1), ÷òî b /∈ U , íî òîãäà
U ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ2).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå (X, τ2) òî÷êà b îáëàäàåò
òàêîé îêðåñòíîñòüþ V , ÷òî a /∈ V , ò.å. àêñèîìà T1 âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ
ïðîñòðàíñòâà (X, τ2).

3. Åñëè (X, τ1) ÿâëÿåòñÿ T2 ïðîñòðàíñòâîì è a 6= b, òî ñóùåñòâóþò
òàêèå îêðåñòíîñòè U è V òî÷åê a è b â ïðîñòðàíñòâå (X, τ1) ñîîòâåòñòâåííî,
÷òî U ∩ V = ∅, íî òîãäà U è V áóäóò îêðåñòíîñòÿìè òî÷åê a è b â
ïðîñòðàíñòâå (X, τ2) ñîîòâåòñòâåííî, è çíà÷èò, àêñèîìà T2 âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ ïðîñòðàíñòâà (X, τ2).

7.7.2. Ïóñòü (X, τ) - òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, A ⊆ X.
Åñëè (X, τ) ÿâëÿåòñÿ T0 ïðîñòðàíñòâîì è a 6= b ∈ A, òî â ïðîñòðàíñòâå

(X, τ), íàïðèìåð, òî÷êà a îáëàäàåò òàêîé îêðåñòíîñòüþ U , ÷òî b /∈ U .
Òîãäà U ∩A áóäåò îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (A, τ |A), ïðè÷åì
b /∈ U ∩ A.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ è ñëó÷àé êîãäà (X, τ) ÿâëÿåòñÿ T1 ïðî-
ñòðàíñòâîì.

Åñëè (X, τ) ÿâëÿåòñÿ T2 ïðîñòðàíñòâîì è a 6= b ∈ A, òî â ïðîñòðàíñòâå
(X, τ) ñóùåñòâóþò òàêèå îêðåñòíîñòè U è V òî÷åê a è b ñîîòâåòñòâåííî,
÷òî U ∩ V = ∅. Òîãäà U ∩ A è V ∩ A áóäóò îêðåñòíîñòÿìè òî÷åê a è b
ñîîòâåòñòâåííî, â ïðîñòðàíñòâå (A, τ |A), ïðè÷åì (U ∩ A) ∩ (V ∩ A) = ∅,
ò.å. (A, τ |A) ÿâëÿåòñÿ T2 ïðîñòðàíñòâîì.

Ïóñòü (X, τ) ÿâëÿåòñÿ T3 ïðîñòðàíñòâîì, F - çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â
ïðîñòðàíñòâå (A, τ |A) è a ∈ A\F . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå çàìêíóòîå â
ïðîñòðàíñòâå (X, τ) ìíîæåñòâî B, ÷òî F = A ∩ B. Òàê êàê a ∈ A, òî
a /∈ B.

Ñóùåñòâóþò òàêèå U, V ∈ τ , ÷òî a ∈ U , B ⊆ V è U ∩ V = ∅. Òîãäà
U ∩ A, V ∩ A ∈ τ |A, ïðè÷åì a ∈ U ∩ A è F = B ∩ A ⊆ V ∩ A, ò.å. (A, τ |A)
ÿâëÿåòñÿ T3 ïðîñòðàíñòâîì.
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Åñëè æå (X, τ) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðåãóëÿðíûì ïðîñòðàíñòâîì, òî (X, τ)
ÿâëÿåòñÿ T1 ïðîñòðàíñòâîì è ñóùåñòâóåò òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
f : (X, τ) → (R, τèíò), ÷òî 0 ≤ f(x) ≤ 1 äëÿ ëþáîãî x ∈ X, f(a) = 0 è
f(B) ⊆ {1}. Òîãäà (A, τ |A) áóäåò T1 ïðîñòðàíñòâîì è, ñîãëàñíî òåîðåìå
5.19, f |A : (A, τ |A) → (R, τèíò) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì,
ïðè÷åì 0 ≤ f |A(x) ≤ 1 äëÿ ëþáîãî x ∈ A, f(a) = 0 è f(F ) ⊆ {1}, ò.å.
(A, τ |A) ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðåãóëÿðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

7.8. Â ñàìîì äåëå, â ìíîæåñòâå X = {a, b} ñ àíòèäèñêðåòíîé
òîïîëîãèåé âûïîëíåíÿþòñÿ àêñèîìû T3 è T4, à â X ñ òîïîëîãèåé
τ = {∅, {a}, X}, êîòîðàÿ ñèëüíåå àíäèäèñêðåòíîé òîïîëîãèè íå âûïîëíÿ-
þòñÿ àêñèîìû íè T3 è íè T4 (ñì. óïðàæíåíèå 7.4.3).

8.4.1. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü {Uα |α ∈ A} - îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíî-
æåñòâà X. Òàê êàê

⋃
α∈A

Uα = X è Uα ∈ {∅, X} äëÿ ëþáîãî α ∈ A, òî
Uα0 = X äëÿ íåêîòîðîãî α0 ∈ A. Òîãäà {Uα0} - êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå
ïîêðûòèÿ {Uα |α ∈ A}.

8.4.2. Â ñàìîì äåëå, åñëè X = {x1, · · · , xk} è ∆ - ïðîèçâîëüíîå
îòêðûòîå ïîêðûòèå ïðîñòðàíñòâà (X, τ), òî äëÿ êàæäîãî 1 ≤ i ≤ k
ñóùåñòâóåò òàêîå Ui ∈ ∆, ÷òî xi ∈ Ui. Òîãäà {U1, . . . , Uk} ⊆ ∆ è
X =

k⋃
i=1

Ui, ò.å. {U1, . . . , Uk} ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ïîäïîêðûòèåì ïîêðûòèÿ
∆.

Èç ïðîèçâîëüíîñòè ïîêðûòèÿ ∆ ñëåäóåò êîìïàêòíîñòü òîïîëîãè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà (X, τ).

8.4.3. Â ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî 8.4.2, (S, τ |S) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì
ïðîñòðàíñòâîì, è çíà÷èò, S ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ìíîæåñòâîì â òîïîëî-
ãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ).

8.4.4. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ∆ - ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ïîêðûòèå
ïðîñòðàíñòâà (X, τ). Òàê êàê X 6= ∅, òî ñóùåñòâóåò ∅ 6= U ∈ ∆. Èç
îïðåäåëåíèÿ τ ñëåäóåò, ÷òî X\U ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, ò.å.
X\U = {x1, · · · , xn}. Òîãäà äëÿ ëþáîãî 1 ≤ i ≤ n ñóùåñòâóåò òàêîå
Ui ∈ ∆, ÷òî xi ∈ Ui, è çíà÷èò, {U,U1, · · · , Un} ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì
ïîäïîêðûòèåì ïîêðûòèÿ ∆ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (X, τ).

8.8.1. Â ñàìîì äåëå, âûïîëíåíèÿ óñëîâèé 1 � 3 îïðåäåëåíèÿ 8.7
î÷åâèäíû.
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8.8.2. Â ñàìîì äåëå, òàê êàê a ∈ U äëÿ ëþáîãî U ∈ Φa, òî ∅ /∈ Φa, ò.å.
ïåðâîå óñëîâèå îïðåäåëåíèÿ 8.7 âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü U, V ∈ Φa è W = U ∩ V . Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.3.3, W
ÿâëÿåòñÿ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ), è çíà÷èò W ∈ Φa.
Ýòèì ìû ïðîâåðèëè, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ è âòîðîå óñëîâèå îïðåäåëåíèÿ 8.7.

Ïóñòü U ∈ Φa è U ⊆ V . Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2.3.2 V ÿâëÿåòñÿ
îêðåñòíîñòüþ òî÷êè a â ïðîñòðàíñòâå (X, τ), è çíà÷èò V ∈ Φa. Ýòèì ìû
ïðîâåðèëè, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ è òðåòüå óñëîâèå îïðåäåëåíèÿ 8.7.

8.11.1. Â ñàìîì äåëå, ó÷èòûâàÿ îïðåäåëåíèå 8.10, ýòî óòâåðæäåíèå
ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó n.

8.11.2. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê a ∈ {a}, òî {a} ∈ Φa, è çíà÷èò,
B ⊆ Φa.

Åñëè A ∈ Φa, òî a ∈ A, è çíà÷èò {a} ⊆ A.
Ñëåäîâàòåëüíî, B ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ôèëüòðà Φa

8.11.3. Â ñàìîì äåëå, åñëè U ∈ B′, òî U− îêðåñòíîñòü òî÷êè a
â òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, τ), è çíà÷èò, U ∈ Φ′

a, ò.å. ïåðâîå
óñëîâèå îïðåäåëåíèÿ 8.10 âûïîëíÿåòñÿ.

Êðîìå òîãî, åñëè V ∈ Φ′
a, òî V− îêðåñòíîñòü òî÷êè a â òîïîëîãè÷åñêîì

ïðîñòðàíñòâå (X, τ), è ñîãëàñíî 2.4 , ñóùåñòâóåò òàêîå U ∈ B′, ÷òî U ⊆ V .
Ñëåäîâàòåëüíî, B′ - áàçèñ ôèëüòðà Φ′

a.

9.2.1. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì èáî, åñëè A - îòêðûòî-
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òî A ∈ τ = {X, ∅}. Çíà÷èò, A = ∅ èëè A = X.

9.2.2. Ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, òàê êàê ïðîñòðàíñòâî (A, τ |A)
ÿâëÿåòñÿ àíòèäèñêðåòíûì ïðîñòðàíñòâîì, è çíà÷èò (A, τ |A) ÿâëÿåòñÿ
ñâÿçíûì ïðîñòðàíñòâîì (ñì. 9.2.1).

9.2.3. Ýòî ìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, òàê êàê {a} ∈ τ |A
è A\ {a} ∈ τ |A, ò.å. {a} ÿâëÿåòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì â
ïðîñòðàíñòâå (A, τ |A), ïðè÷åì {a} 6= A è {a} 6= ∅.

9.2.4. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, èáî F = {∅, X, {b, c} , {c}}
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ çàìêíóòûõ, è çíà÷èò, îòêðûòî-çàìêíóòûìè
ìíîæåñòâàìè â ïðîñòðàíñòâå (X, τ) ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ∅ è X.
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9.2.5. Ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì, òàê êàê ñîãëàñíî òåîðåìå
3.24, îòêðûòî-çàìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè â íåì ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ∅ è R.

9.8. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 9.6.1, {a} = Ca ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì
ìíîæåñòâîì äëÿ ëþáîãî a ∈ X, è òîãäà ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 7.2.2,
òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X, τ) ÿâëÿåòñÿ T1 ïðîñòðàíñòâîì.
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