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ВВЕДЕНИЕ 

 

Одним из важнейших условий успешной реализации политехнического 

принципа и усиления практической направленности обучения математике является 

повышение алгоритмической культуры студентов. Вузовский курс высшей матема-

тики представляет широкие возможности для формирования у студентов важней-

ших элементов алгоритмической культуры: понимание сущности алгоритма и его 

свойств, владение приемами и средствами для записи алгоритмов, понимание алго-

ритмического характера методов математики, владение важнейшими алгоритмами 

вузовского курса математики. 

Задача преподавателя – организовать выполнение  практических работ та-

ким образом, чтобы каждое усилие по выполнению этих работ протекало в услови-

ях развития познавательных способностей студентов, формированию у них основ-

ных приемов умственной деятельности. Критерием  деятельности преподавателя 

является конечный результат: дать студенту не только набор знаний по предмету, а 

сформировать личность готовую к творческой деятельности. Творческая деятель-

ность студента не должна ограничиваться лишь приобретением новых знаний. Ра-

бота будет творческой, когда в ней проявляется собственный замысел студента, ста-

вятся новые задачи и самостоятельно решаются при помощи приобретенных зна-

ний. Именно поэтому, главной целью составителей данного пособия является про-

буждение у студентов желания самостоятельно решить предлагаемую индивиду-

альную работу.  

В пособии рассматриваются основные типы дифференциальных уравнений 

и способы их решения. Приводится подробное решение задач примерного варианта 

с краткими теоретическими сведениями и 20 вариантов индивидуальной самостоя-

тельной работы.  
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ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

 

 Обыкновенным дифференциальным уравнением называется равенство, связы-

вающее независимую переменную  x, неизвестную функцию  y  и её производные 

различных порядков ( ), , ...... , ny y y  . Символически обыкновенное дифференци-

альное уравнение можно записать в виде: 

 ( ), , , , ..... , 0nF x y y y y   .    (1) 

Наивысший из указанных порядков производных называется порядком диффе-

ренциального уравнения. Например, уравнения 

   032 2  yyx ,  25 2 0,y x y     
  2V 3xy   

 – есть дифференциальные уравнения соответственно 1-го, 2-го и 5-го порядков. 

Дифференциальным уравнением первого порядка называется уравнение вида 

                                                      0,, yyxF .                (2) 

В частном случае уравнение (2) может не содержать x  или y  (или обе эти пере-

менные).  

Если уравнение (2) разрешено относительно производной, его называют урав-

нением в нормальной форме: 

                                                        yxfy , .                (3) 

Решением дифференциального уравнения называется такая функция  ( )y x ,  

которая, будучи подставлена в уравнение его в тождество. Например, непосред-

ственной подстановкой нетрудно проверить, что функция  
2x   является решением 

уравнения 

                                                       02  yyx .                             (4) 

Однако, решением дифференциального уравнения (4) является не только  
2x ,  но и 

любая функция вида 2Сх ,  где  C –  произвольная постоянная.  

Общим решением дифференциального уравнений (2) или (3) называется такая 

функция  Cx, ,  которая при любом постоянном  C   является решением уравне-

ний (2) или (3).  

Решения   0,Cx ,  которые получаются из общего решения   Cx,   при 

конкретном численном значении 
0С С ,  называются частными решениями диф-

ференциального уравнения. Таким образом, общее решение содержит в себе бес-

численное множество частных решений.  

Общим интегралом дифференциальных уравнений  (2)  и  (3) называется его 

решение, полученное в неявной форме 

                                                     0,, CyxФ .       (5) 
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Рассмотрим дифференциальное уравнение (4). Мы уже видели, что функция  
2y Сх   является общим решением этого уравнения. Поставим задачу найти такое 

частное решение дифференциального уравнения (4), которое удовлетворяет равен-

ству 

122 xy          или              122 y . 

Если в равенство  
2xCy   подставить 2x , 12y ,  то получится  C412  ,  от-

куда  3C . Стало быть, соотношение (5) привело к выделению из общего решения  

2xCy    (т. е. из целого семейства решений) индивидуального частного решения  

23xy  .  На основании некоторых механических аналогий соотношение (5) назы-

вается начальным условием. В общем случае начальное условие записывается в виде 

                                               00 yxy  .                    (6) 

Задача Коши для дифференциального уравнения первого порядка заключается 

в нахождении частного решения уравнений (2) или (3) при заданном начальном 

условии (6). 

Зная общее решение, всегда можно найти частное, удовлетворяющее усло-

вию (6). Именно, если    Cxy ,  –  есть общее решение, то подстановка в него 

значений   
0х x   и   

0y y    даёт уравнение с одним неизвестным    Cxy ,00  ,  

из которого и находится C . 

Так бывает, однако, не всегда. Встречаются дифференциальные уравнения, 

имеющие такие решения, которые не следует из общего решения ни при каком зна-

чении постоянной  C . Такие решения называются особыми. Например, простой 

проверкой убеждаемся, что функция 
2( )y C x   является общим решением диф-

ференциального уравнения 

                                                            yy 42 .                (7) 

Однако дифференциальное уравнение (7) имеет ещё и особое решение  0y ,  ко-

торое не получается из общего ни при каком значении постоянной  C .  Вопрос о 

нахождении особых решений достаточно сложен, и в дальнейшем мы ограничимся 

рассмотрением уравнений, имеющих только общие и частные решения. 
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КРАТКАЯ  ТЕОРИЯ  К  ЗАДАНИЯМ  ИНДИВИДУАЛЬНОЙ  РАБОТЫ 

 

1. Уравнения с разделенными и разделяющимися переменными 

(теоретические сведения к заданию 1) 

 

Дифференциальное уравнение в нормальной форме вида 

                                              ( ) ( )y f x g y .              (1.1) 

называется уравнением  с разделёнными переменными. 

Такие уравнения могут быть заданы и через дифференциалы:  

                                                ( ) ( ) 0M х dx N у dу  ,            (1.2) 

где ( )M x   и  ( )N y  – функции одной переменной. Теперь понятно, почему рассмат-

риваемое дифференциальное уравнение носит вышеуказанное название – в нём од-

но слагаемое зависит только от  x ,  а другое – только от y , т.е. переменные разде-

лены. Для решения уравнения (1.2) или его аналога  – уравнения (1.1) – достаточно 

проинтегрировать обе части (1.2), что даёт  

( ) ( )M х dx N у dу C   ,                                        (1.3) 

откуда 

                                                       CyGxF  ,                                                  (1.4) 

где   xF    и    yG   –  первообразные функций  ( )M x   и  ( )N y .  

Если  уравнение (1.4) разрешимо относительно  y ,  из него следует  общее 

решение: 

                                                       Cxy , .                                       (1.5) 

Равенство (1.5) является общим интегралом  дифференциального уравнения.  

Задачу решения дифференциального уравнения считают выполненной уже то-

гда, когда найден его общий интеграл. Более того, если общий интеграл (или реше-

ние) уравнения не удается выразить через «берущиеся» интегралы, то и тогда оно 

считается решенным.  

Дифференциальное уравнение вида   

                               01221  dyygxfdxygxf                                  (1.6) 

называется уравнением с разделяющимися переменными.  

Оно легко приводится к виду (1.3). Действительно,  достаточно разделить (1.6) 

на произведение    ygxf 22 , чтобы прийти к уравнению  

 
 

 
 

0
2

1

2

1  dy
yg

yg
dx

xf

xf
,                                          (1.7) 

в котором,  переменные уже разделены. 

 

2. Линейные дифференциальные уравнения первого порядка 

(теоретические сведения к заданию 2) 

 

Линейным дифференциальным уравнением 1-го порядка называется такое 
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уравнение, в которое неизвестные элементы y  и y  входят в первых или нулевых 

степенях, не перемножаясь между собой.  

Символически линейное уравнение записывают в виде 

                                                    xfyxpy  .                           (2.1) 

Существует 2 способа решения уравнения (2.1). Изложим приём Иоганна Бер-

нулли (математик конца XVII  –  начала XVIII веков). Метод основан на простом 

замечании, что любую величину h  (переменную или постоянную) можно предста-

вить в виде произведения двух сомножителей h uv , причём один из них (напри-

мер,  ) можно выбрать по своему желанию (лишь бы он был отличен от нуля). 

Например, в равенстве uxtg   можем взять 
xe , или xln , или 

xarcsin  и т. д. Соответственно этому придётся взять  xtgeu x , или 

x

xtg
u

ln
 , или   

x

xtg
u

arcsin
 . 

Изложенный  прием с успехом применяется и к так называемому уравне-

нию Бернулли 

                                                         yxfyxpy  ,                                      (2.2) 

представляющему собой обобщение линейного уравнения. Последнее получатся из 

(2.2) при 0 .  

 

3. Однородные функции и однородные дифференциальные уравнения 

(теоретические сведения к заданию 3) 

 

Функция нескольких переменных называется однородной степени n , если 

умножение всех ее аргументов на одну  и ту же переменную t  равносильно умно-

жению функции на 
nt .  

В частности, для функции двух аргументов  yxF ,  это означает, что 

                                                        yxFttytxF n ,,                                 (3.1) 

Например, функции   
323 52 yyxx  ,   yx 23  ,   

yx

yx

32 


,   

x

y
x sin2

,   

3 22 yx  ,   
yx 

1
   все однородны, а степени их однородности соответственно 

равны 3, 1, 0, 2, 
3

2 , –1.  

Всякая однородная функция   yxF ,   степени n  представима в виде: 

                                     









x

y
fxyxF n, ,                               (3.2) 
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где  








x

y
f   –  функция одного аргумента 

x

y
. Например, 
























3

3323 52152
x

y

x

y
xyyxx , 

3

2

3

2

3 22 1 









x

y
xyx . 

Перейдем теперь к однородным дифференциальным уравнениям. Существуют 

два определения таких уравнений. 

Если в дифференциальном уравнении  

                      0,,  dyyxQdxyxP                              (3.3) 

коэффициенты   yxP ,   и   yxQ ,  – функции одной и той же степени однородно-

сти, то такое уравнение   называется  однородным. 

Или иначе. 

Однородным называется  дифференциальное уравнение вида 

                                      









x

y
fy .                                             (3.4) 

 Легко видеть, что уравнение (3.3) приводится к виду (3.4). Действительно, если 

степени однородности функций  yxP ,   и   yxQ ,   одинаковы и равны ,n    то  











x

y
pxyxP n),( ,  










x

y
qxyxQ n),( ,                              (3.5) 

и  после сокращения на  
nx   из (3.3)  следует 

 0
















dy

x

y
qdx

x

y
p ,                                           (3.6) 

т.е.     





















x

y
q

x

y
p

dx

dy
,                                                        (3.7) 

 а это – уравнение вида (3.4). 

 Однородное уравнение решается  введением новой функции 

                                     
x

y
z  .                   (3.8) 

В самом деле, из (3.8) следует, что  zxy  ,  откуда  zxzy  .  Подставляя эти 

выражения в (3.4), получим  zfzxz   или     zzf
dx

dz
x  .   Это уравнение с 
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разделяющимися переменными. Поэтому   
x

dx

zzf

dz


)(
.   Интегрируя и обозначая   


 zzf

dz

)(
   через )(zF , находим: 

   CxzF  ln)(                                                (3.9) 

или, возвращаясь к функции y ,  

                                                           Cx
x

y
F lnln 








.                                         (3.10) 

 Получен общий интеграл дифференциального уравнения (3.4). 

 

4. Уравнения в полных дифференциалах 

(теоретические сведения к заданию 4) 

 

 Уравнением в полных дифференциалах называется дифференциальное уравне-

ние вида 

                                               0,,  dyyxQdxyxP ,                          (4.1) 

левая часть которого есть полный дифференциал некоторой функции F. 

 Можно показать, что равенство  

dF Pdx Qdy  ,                                             (4.2) 

имеет место тогда и только тогда, когда 

x

Q

y

P









.                                                  (4.3) 

Для решения данного дифференциального уравнения (4.1) при условии (4.3) 

достаточно найти первообразную  ),( yxF   левой части уравнения (4.1). Тогда  вы-

ражение  

                                                     CyxF ),(              (4.4) 

будет общим интегралом дифференциального уравнения(4.1).  
Одним из методов решения уравнений в полных дифференциалах является 

нахождение интеграла (4.1) для фиксированной точки 
0 0( , )A x y , принадлежащей 

области определения функций ( , )P x y  и ( , )Q x y : 

0 0

( , ) ( , )

yx

о

x y

P x y dx Q x y dy C                                         (4.5) 

или 

0 0

( , ) ( , )

yx

о

x y

P x y dx Q x y dy С   .                                    (4.6) 

Однако прежде чем использовать эти формулы, необходимо убедиться в справедли-

вости для данного условия (4.3) 



 11 

5. Дифференциального уравнения допускающие понижение порядка) 

(теоретические сведения к заданию 5) 

 

Предлагаемое индивидуальное задание может содержать один из 4-х типов 

уравнений, допускающих понижение порядка. 

а) Рассмотрим уравнение вида 
 

)(xfy n  . Общее решение такого дифферен-

циального уравнения может быть получено путём n  последовательных интегриро-

ваний, а именно: 

;)( 1
)1(
  Cdxxfy n

 

                                     
    21

2 )( CdxCdxxfy n  


                

…  …  …  …  …  …  …  …  …  …  …  …  …  , 

 
   

1 2

1 2
1.... ... . (5.1)

1 ! 2 !

n n

n n

С x С x
y dx dx f x dx С x С

n n

n кратная квадратура

 

     
 



  
 

Следующие три типа уравнений являются уравнениями 2-го порядка: 

                   0),,,(  yyyxF .                                        (5.2) 

Отметим 3 частных случая, когда решение (5.1) сводится к последовательному 

решению двух дифференциальных уравнений 1-го порядка.  

б) Уравнение не содержит искомой функции y , т.е. имеет вид 

                                  .0),,(  yyxF                             (5.3) 

В этом случае вводят новую неизвестную функцию z , положив zy  . Тогда 

zy  и (5.3) принимает вид  

0),,( zzxF ,                                                      (5.4) 

т.е. становится уравнением первого порядка относительно z . Решив его, находим  

),,( 1Cxz    а значит,  ),( 1Cxy  ,                               (5.5) 

и тогда    

21),( CdxCxy    .                                              (5.6) 

в) Уравнение не содержит независимой переменной x , т.е. имеет вид  

                            .0),,(  yyyF                                                 (5.7) 

В этом случае за новую неизвестную функцию также принимают zy  , одна-

ко на этот раз независимой переменной является y . Тогда  

                      zzz
dy

dz

dx

dy

dy

yd

dx

yd
y 





 .                                      (5.8) 

Таким образом, уравнение (5.7) преобразуется в уравнение 1-го порядка: 

 .0),,(  zzzyF                                                 (5.9) 

Решив его, мы получим  
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),,( 1Cyz     т.е.   ),( 1Cyy     или   ),( 1Cy
dx

dy
 .        (5.10) 

Разделяем переменные: 

 
dx

Cy

dy


1,
.                                                (5.11) 

Интегрирование последнего уравнения приводит к общему интегралу уравне-

ния (5.7): 

   
  2

1,
Cx

Cy

dy



.                                            (5.12) 

г) Уравнение вида  

                                    )(yfy  .                                  (5.13) 

Это частной случай уравнения (5.7), и потому оно решается заменой zy  , а 

следовательно, 
dy

dz
zy  . В результате, уравнение (5.13) приобретает вид 

                            ( )
dz

z f y
dy

 .                           (5.14) 

Разделение переменных и интегрирование дает: 

   1

2

)(
2

Cdyyf
z

.                                           (5.15) 

Отсюда     )(2 1 dyyfCz      или     

dx
dyyfC

dy


  ))((2 1

.                            (5.16) 

Интегрирование (5.16) приводит к общему интегралу уравнения (5.13).  

 

6. Линейные  дифференциальные  уравнения  2-го  порядка 

 с  постоянными  коэффициентами 

(теоретические сведения к заданию 6) 

 

 Уравнение вида 

                                                0 ygypy ,                           (6.1) 

где p  и g  – постоянные, называется линейным однородным дифференциальным 

уравнением второго порядка с постоянными коэффициентами. 

Согласно теореме об общем решении линейного уравнения, если  xy1  и 

 xy2  – частные линейно независимые решения (6.1), т.е. const
xy

xy


)(

)(

2

1 , то общее 

решение (6.1) есть их линейная комбинация: 

   xyCxyCy 2211  .                                              (6.2) 
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Для определения частных решений )(1 xy  и )(2 xy  следует предварительно 

решить характеристическое уравнение  

                                                       02  gkpk  ,                         (6.3) 

которое получается из (6.1) заменой 
2ky  , ky  , 

0ky  . 

При решении квадратного уравнения (6.3) возможны три случая: 

 

Корни уравнения (6.3) Частные решения (6.2) Общее решение (6.2) 

1. Действительные раз-

ные:   21 kk   
xk

ey 1
1  ,

xk
ey 2

2   
xkxk

eCeCy 2
2

1
1   

2. Действительные рав-

ные:   kkk  21  
kxey 1 , 

kxxey 2  )( 21 xCCey kx   

3.Комплексно  сопря-

жённые:   

 ik 2,1  

xey x  cos1   

xey x  sin2   
 xCxCey x  sincos 21   

 

 Уравнение вида 

                                                )(xfgyypy  ,                                         (6.4) 

где p  и g  – постоянные, а  )(xf  – непрерывная функция, называется  линейным 

неоднородным дифференциальным уравнением второго порядка с постоянными 

коэффициентами. 

Однородное уравнение     

                                  0 gyypy ,                                             (6.5) 

соответствующее неоднородному уравнению (4) называется сопровождающим.  

Теорема 1. Если y   есть какое-нибудь частное решение дифференциального 

уравнения (6.4), а Y  – общее решение сопровождающего его уравнения (6.5), то их 

сумма  

                                           Yyy                             (6.6) 

будет общим решением дифференциального уравнения (6.4). 

Рассмотрим несколько правил для нахождения  y   при различных видах функ-

ции  )(xf   в правой части уравнения (6.4). 

В дальнейшем будем употреблять символы )(xPn и )(xQn  для обозначения 

многочленов степени n : 

....)(

,...)(

1

1

kbxaxxQ

KBxAxxP

nn
n

nn
n









 

Здесь , , ... , , , , ... ,A B K a b k  – действительные числа. 

 Правило 1. Частное решение  y   уравнения    

)(xPgyypy n                                              (6.7) 
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следует искать в виде: 

                    

















.0),(

0,0),(

0),(

2 pgеслиxQx

pgеслиxxQ

gеслиxQ

y

n

n

n

                                         (6.8) 

Во всех случаях в качестве  )(xQn   надо взять многочлен с неопределенными 

коэффициентами, которые находятся после подстановки y  в заданное уравнение. 

Правило 2. Частное решение  y   уравнения  

)(xPegyypy n
x                                           (6.9) 

следует искать в виде: 

                            












)(),(

)(),(

)(),(

2 kxQxe

jxxQe

ixQe

y

n
x

n
x

n
x







                                     (6.10) 

 i  – если   не корень характеристического уравнения, 

   j  – если   простой корень характеристического уравнения, 

   k  – если   кратный корень характеристического уравнения. 

И в этом случае в качестве  )(xQn   выбирают многочлен с неопределенными 

коэффициентами, которые находятся после подстановки y  в заданное уравнение.  

Правило 3. Частное решение  y   уравнения  

                       wxBwxAgyypy sincos                                 (6.11) 

следует искать в виде: 

                 
 

   








mxwbwxax

lxwbwxa
y

sincos

sincos
                         (6.12) 

( l ) – если iw  не является корнем характеристического уравнения, 

( m ) – если iw  –  комплексный корень характеристического уравнения. 

Числа a и b определяются после подстановки y  в заданное уравнение. 

Теорема 2. Если 1y  есть решение дифференциального уравнения  

                          )(1 xfygypy  ,                   (6.13) 

а 2y  есть решение дифференциального уравнения  

           )(2 xfgyypy  ,                   (6.14) 

имеющего ту же левую часть, что и (37), то сумма 21 yy   является решением диф-

ференциального уравнения  

                            
1 2( ) ( ),y py gy f x f x                                           (6.15)   

Эта теорема называется «принципом наложения». 
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7. Нормальные системы дифференциальных уравнений 

(теоретические сведения к заданию 7) 

 

На практике приходится разыскивать несколько функций, удовлетворяющих 

системе дифференциальных уравнений. Ограничимся рассмотрением систем диф-

ференциальных уравнений первого порядка с двумя неизвестными. Аргумент будем 

обозначать буквой t , а искомые функции от t  – буквами , y .x  
В нормальной форме система двух дифференциальных уравнений первого по-

рядка имеет вид 

             
 

 

1

2

, x, y ,

, x, y .

dх
F t

dt

dy
F t

dt





 


                                     (7.1) 

Решением системы (7.1) называется всякий набор двух функции 

( ), ( ),x x t y y t   

обращающих оба уравнения системы в тождества. 

 Если правые части системы (7.1) линейно зависят от , yx  (но не обязательно от 

t ), то система называется линейной.  

Для решения систем дифференциальных уравнений может быть использован 

обычный метод исключения неизвестных (метод подстановки), сводящий систему 

(7.1) к одному дифференциальному уравнению второго порядка с одной неизвест-

ной функцией. Для этого необходимо дифференцирование одного из уравнений и 

две подстановки. Если метод исключения применяется к линейной системе, то по-

лучается также линейное дифференциальное уравнение, к решению которого можно 

применять методы изложенные выше. 
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УРАВНЕНИЯ ПРИМЕРНОГО ВАРИАНТА И ИХ РЕШЕНИЕ 

 

ЗАДАНИЕ 1.  Найти общее решение (общий интеграл) уравнения с разделя-

ющимися переменными: 

2 2) 2 1 2а xy dx х dy yxdx   . 

 

Решение. Данное уравнение мы можем преобразовать к виду  

dxyyxdyх )2(12 22   

Разделив обе части на )2(1 22 yyх  , получаем: 

dx
x

x
dy

yy 22

12

2





. 

Интегрируем обе части уравнения:  

2

2 21 ,
( 2) 2 1

dy xdx
y y x


 

   

 
1
2

2 21 1 1 1 (1 )
2 2

dy x d x
y y


 

     
  , 

2ln( 2) ln 1 lny y x C     , 

Cx
y

y
ln1

2
ln 2 


, 

212 xy
Ce

y


 . 

Тогда окончательно 

21

2

1 x
y

Ce 



. 

– – – – – – – 

б)  21 2 6у х ху х    . 

Решение. Разделим переменные в данном уравнении: 

 

   

2

2

1 6 2 ,

1 2 3 ,

у х х ху

у х х у

   

   
 

   21 2 3 ,
dy

х х у
dx
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2

2
.

3 1

dy хdx

у х


 
 

Интегрируя обе части данного уравнения, получим:   

 

 

2

2

2

2

2

2
,

3 1

3 ( 1)
,

3 1

ln 3 ln 1 ln ,

3 1 .

dy хdx

у х

d у d x

у х

у х C

у С х


 

 


 

   

  

 

   

Тогда окончательно 

 2 1 3.у С х    

– – – – – – – 
 

в) 2 2cos sin 0у ctgхdx xtgуdу  . 

Решение. Разделим переменные в данном уравнении, поделив обе его части 

на выражение  
2 2cos sin :у х  

2 2
0.

sin cos

ctgх tgу
dx dy

х у
   

Интегрируя обе части полученного уравнения, получим: 

2 2
,

sin cos

ctgх tgу
dx dу С

х у
    

откуда                                          

2 2

.
2 2

ctg х tg у
С    

Воспользуемся тем, что С  – произвольная постоянная и заменим С  на 
2

С
. 

Тогда                                               
2 2 .tg у ctg х С   

Это и есть общий интеграл данного уравнения. 
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ЗАДАНИЕ 2.  Найти частное решение линейного дифференциального урав-

нения первого порядка, удовлетворяющего заданным начальным условиям:  

а)
2

1 2 1, (2) 2ln2xy y y
x x

   


. 

Решение. Используем подстановку  y u   (метод Бернулли). 

Пусть                                            uy  ,  

тогда                                                   
'''  uuy  .  

Подставляя   'иy y    в исходное уравнение, получим: 

1
21

2

'' 



  u

xx

x
uu  

или 

1
21

2

'' 











 

xx

x
uu .     ( ) 

Выберем   так, чтобы коэффициент при u  (т.е. выражение, стоящее в скоб-

ках) был равен нулю:  

'

2

1 2
0

x

x x
 


 


. 

Полученное уравнение позволяет разделить переменные относительно  :  

2

1 2 0,d x dx
x x




 


 

или                                             0
12

2





 dx

xx

xd




. 

Интегрируя, находим  

Cxx  2lnln  . 

Поскольку в качестве   можно взять любое из частных решений, выберем 

такое, для которого 0C , что приведет к уравнению  

xx  2lnln  , 

откуда                                                     xx  2 .  

Подставляя найденное значение   в уравнение ( ) и учитывая, что в этом 

уравнении выражение в скобках равно нулю, приходим к уравнению для u :  

1)( 2'  xxu .  

Тогда                                         
xx

u



2

' 1
 

и                                                



xx

dx
u

2
. 
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Найдем интеграл выделением в знаменателе полного квадрата: 

 
 

   
2 2 22

1
2 1ln .

1 1 1 1 12
2 4 4 2 2

d x
dx dx xu C

xx x x x x


    

      
    

 

(Использовался табличный интеграл  






C

ax

ax

aax

dx
ln

2

1
22

).  

Таким образом, общим  решением является функция 












 C

x

x
xxuy

1
ln)( 2 . 

Для нахождения частного решения необходимо определить значение кон-

станты C . Используя заданное начальное условие ( 2ln2y    при   2x ), полу-

чаем: 

 2 2 12ln 2 (2 2) ln ,
2

2ln 2 2ln 2 2 ,

C

C

   

   

 

откуда .0C  

Следовательно, искомое частное решение имеет вид: 

x

x
xxy

1
ln)( 2 

 . 

– – – – – – – 

 

 

б)          
222 2 xy xy x e                      (0) 0.у   

 Решение.  Используем подстановку , .y uv y u v uv      Тогда заданное 

уравнение примет вид 

                                         
222 2 ,xu v uv xuv x e      или 

                                        
22( 2 ) 2 .xv u xu uv x e                                                      (*) 

Выписываем выражение в скобках и приравниваем его к нулю: 

                                                         2 0.u xu    

Полученное уравнение является уравнением с разделяющимися переменными. От-

деляем переменные. 

2
du

xu
dx

   или 2 .
du

xdx
u

   переменные разделены, поэтому уравнение 

можно проинтегрировать: 2 .
du

xdx
u

    Тогда имеем 
2ln .u x   Полученный 
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результат представим в виде 
2

.xu e  Подставляя найденное значение  u  в урав-

нение (  ) и учитывая, что в этом уравнении выражение в скобках равно нулю, при-

ходим к уравнению: 
2 222 .x xdv

e x e
dx

   Преобразовав полученное уравнение,  при-

ходим к результату 
22 .dv x dx  Интегрируя получаем функцию 

32
.

3
v x C   

 

Тогда  из (*) получим общее решение: 

232

3
xy x C e

 
  
 

. 

Для нахождения частного решения подставим начальные условия: 
00 0Се С   . 

Тогда частное решение может быть записано в виде: 

232

3
xy x e  

–– – – – – – – 

 

ЗАДАНИЕ 3.  Найти общее решение однородного дифференциального урав-

нения первого порядка: 

)
y

x y
а y e

x
   . 

Решение. Введем новую переменную: 

x

y
u   или uxy  . 

Тогда                                                    uxuy  ,  

и из исходного уравнения следует: 

uu xu e u         или      .u dxe du
x

   

Интегрируя, получим:  

ln | | lnue x C   , 

ln | |uе Cx  , 

1ln .
| |

ue
xC

  

Тогда                                                  
||

1
lnln

Cx
u  ,  

а так как                                                  
x

y
u  ,  
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то                                                       
||

1
lnln

Cxx

y
 , 

и окончательно 

1ln ln .
| |

y x
Cx

  

– – – – – – – 
 

б)  2 2 22х dy х у dx  . 

Решение. Разделив обе части равенства на  
2х dx ,  получим уравнение, пра-

вая часть которого есть функция отношения  :
у

х
 

2

2 1 .
dy у

dx х

 
   

 
 

Положив в нем у uх  и ,у хu u   получим уравнение с разделяющими-

ся переменными: 

 

2

2

2

2 2 1 ,

2 2 1,

2
.

1

хu u u

du
х u u

dx

du dx

хu

   

  




 

Интегрируя и подставляя 
у

х
 вместо u , получим общий интеграл исходного урав-

нения: 

 
2

2 ,
1

du dx

хu



   

 
2

2 1 ( 1) ln ln ,

2
ln ,

1

2
ln .

1

u d u x C

C x
u

C x
y

x
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 Выражая отсюда  у,  можно получить и общее решение: 

2
ln ,

2
,

ln

2

ln

x
C x

x y

x
x y

C x

x
y x

C x




 

 

 

или окончательно 

2
1

ln
y x

C x

 
   

 
. 

– – – – – – – 
 

ЗАДАНИЕ 4.  Найти общее решение (или общий интеграл) уравнения в пол-

ных дифференциалах: 

а)        2 2 3(3 ) ( 2 10 ) 0x y y dx x xy y dy     . 

Решение.   Здесь  
2 23P x y y  ,   

2 2 10Q x xy y   .    

Значит,                                  
x

Q
yx

y

P









23 2

, 

и левая часть нашего уравнения есть полный дифференциал. Первообразная имеет 

вид: 

)()3(),( 2322 yxyyxdxyyxyxF   , 

где  )(y   находится из условия  QFy 


,   т.е. 

3 32 ( ) 2 10x xy y x xy y     . 

Отсюда    

yy 10)(       и     
2( ) 5y y C   . 

Так как нас интересует какая-нибудь одна первообразная, то можно положить, 

например, 0C , что дает: 
223 5),( yxyyxyxF  . 

Поэтому общий интеграл исходного дифференциального уравнения есть  

Cyxyyx  223 5 . 

– – – – – – – 
 

б)         1 0.у уe dx хe dy     

Решение.  В данном случае    
уP e  и 1 уQ хe  ,  
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и так как                                           
уP Q

e
y х

 
  

 
,  

то левая часть уравнения есть полный дифференциал. На этот раз применим форму-

лу                                       

0 0

( , ) ( , )

yx

о

x y

P x y dx Q x y dy C   . 

Полагаем:                                         0 оо yx .  

Тогда                                 

.

yx
y

о о

e dx dy С     

Следовательно, общим интегралом исходного уравнения будет функция 

ухe у С   . 

– – – – – – – 
 

в)      2( 1) ( 3) 0x y dx x y dy       

Решение.  В данном случае    1P x y      и   
2 3Q x y   . 

Тогда                                                      1
P Q

y x

 
 

 
, 

т.е. мы имеем дело с уравнением в полных дифференциалах. 

Воспользуемся формулой    

0 0

( , ) ( , )

yx

о

x y

P x y dx Q x y dy С   , 

которая для нашего случая примет вид: 

0 0

2( 1) ( 3)

yx

o

x y

x y dx x y dy С        

Полагаем:                                   0 оо yx .  

Тогда                                 

2

1

2 3

( 1) ( 3) ,

3 .
2 3

yx

о о

x dx x y dy С

x y
x xy y С

    

    

 
 

– – – – – – – 
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ЗАДАНИЕ 5.  Найти частное решение уравнения второго порядка, допуска-

ющего понижение порядка: 

 

а)       .0)0(,0)0(,0  yyxyyx  

Решение. Данное уравнение не содержит явно y . Полагая ,py   имеем: 

,py   

и уравнение приобретает вид:        0 xppx . 

Решим это уравнение как линейное относительно функции p .  

Пусть                                          uvp  ,        а значит,         vuvup  .  

Тогда  

  0 xuvvuvux , 

01
x

uv
vuvu  

или                                                01









x

v
vuvu .             ( ) 

Выбираем функцию v  так, чтобы выражение в скобках равнялось нулю и 

находим   : 

0,

,

,

vv
x

dv v
dx x

dv dx
v x

  

 

 

  

ln | | ln | |,

1 .

v x

v
x

 


 

Вернёмся к уравнению ( ), учитывая найденное выражение для v :  

1 0,

1 1,

,

u v

du
x dx

du xdx

  

 

 

  

.
2

1

2

C
x

u   

Тогда                                                











2

1 2

1

x
C

x
p   
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или                                                      .
2

2

1

x
Cpx    

Из начального условия 0 py  при 0x  имеем:  

.01 C  

Следовательно,                                       
2

x
p  , 

2

x

dx

dy
 , 

,
2

dx
x

dy   

откуда, интегрируя ещё раз, получим:  

.
4

2

2

C
x

y   

Полагая (в соответствии с первым начальным условием) 0y  при ,0x  находим: 

.02 C  

Следовательно, искомое частное решение есть  

.
4

1 2xy   

– – – – – – – 
 

б)      21 2 , (1) 1, (1) 1.y yy y y       

Решение. Данное уравнение не содержит явно .x  Вновь полагаем py  , 

однако на этот раз считаем функцию p  зависящей от y , т.е. )(ypp  . Тогда  

pp
dy

dp
p

dx

dy

dy

dp

dx

dp
y   

и после подстановки y  и y  в исходное уравнение получим уравнение первого по-

рядка c разделяющимися переменными для функции p , аргументом в котором яв-

ляется y :  

2

2

2

1 2 ,

1
2 ,

2
.

1

p ypp

p dp
y

p dy

dy pdp

y p

 







 

Интегрируя, приходим к уравнению  

)1ln(||lnln 2

1 pyC  , 
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откуда                                                 .1 1

2 yCp    

Из начального условия 1 py  при 1x  определяем первую константу:  

.21 C  

Тогда  
2

2

1 2 ,

2 1,

2 1,

p y

p y

p y

 

 

 

 

а так как   ,py      то  

2 1y y         или     2 1.
dy

y
dx

   

Разделяем переменные и интегрируем:  

   
1/ 2

2

21 ,
2 2 1

1 2 1 2 1 ,
2

dy
dx

y

y d y x C





   

 



 

22 1 .y x C    

Получено общее решение. Используя начальное условие 1y  при 1x , 

определим константу 2С :  

2112 C ,        а значит,        .02 C  

В результате, можно определить частное решение исходного уравнения:  

xy 12         или         ).1(
2

1 2  xy  

– – – – – – – 

 

в)         
 

   
5

24
, 0 1, 0 2.

2
у у у

х
   


 

Решение. Данное уравнение необходимо просто проинтегрировать после-

довательно два раза. Имеем: 

 
 

 

 

4
5

1 15 4

224 6
24 2 24 ,

42 2

хdx
у х dx С С

х х
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1 1 24 3

6 2
.

2 2
у С dx С х С

х х

 
      
   
  

Подставив последовательно в полученные равенства начальные условия, 

определим  1С   и  2С : 

14

23

6
2 ,

2

2
1 .

2

С

С


  


  


 

Отсюда 

1

2

19
,

8

3
.

4

С

С





 


 

Тогда частным решением данного уравнения будет функция 

 
3

2 19 3
.

8 42
у х

х
  


 

– – – – – – – 

 

ЗАДАНИЕ 6.  Найти общее решение дифференциального уравнения второго 

порядка с постоянными коэффициентами: 

 

а)       2 8 8cos2xy y y e x      

Решение. Правая часть заданного уравнения равна сумме двух функций:  

     xfxfxf 21  , 

где                                         xexf 1
,             xxf 2cos82  .  

Тогда согласно принципу наложения общее решение имеет вид: 

210 yyyy  , 

где 0y – общее решение соответствующего однородного уравнения, а 1y  и 2y  – 

частные решения, отвечающие функциям   xf1   и   xf2   правой части. Характе-

ристическое уравнение   

0822  kk  

имеет своими корнями                41 k      и     22 k .  
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Это означает, что                           
4 2

0 1 2
x xy С e С e  . 

Частное решение  1y   будем искать в виде  

1
xy Ae . 

При этом                                           1 1
xy y Ae   .  

Подставляя   1 1 1, ,y y y     в левую часть уравнения  

2 8 хy y y e    , 

получим                                    2 8x x x xAe Ae Ae e     

откуда   
9

1
A   и     

xey
9

1
1  . 

Частное решение 2y  будем искать в виде  

2 sin 2 cos2 .y A x B x   

Тогда 

,2sin22cos22 xBxAy   

.2cos42sin42 xBxAy   

На этот раз, подставляя      2 2 2, ,y y y        в левую часть уравнения  

xyyy 2cos882  , 

получим:  

4 sin2 4 cos2 4 cos2 4 sin2 8 sin2 8 cos2 8cos2A x B x A x B x A x B x x         

Приравнивая коэффициенты при x2sin  и x2cos  в левой и правой частях ра-

венства, имеем: 

12 4 0,

4 12 8.

A B

A B

  

   

. 

Решив систему, получим:               
5

1
A ,      

5

3
B , 

и значит                                      xxy 2cos
5

3
2sin

5

1
2  . 

Таким образом, общее решение исходного уравнения запишется в виде: 

4 2
1 2

1 1 (sin 2 3cos2 ).
9 5

x x xy C e C e e x x      

– – – – – – – 

б)       25 3 sin5y y x x    . 

Решение. Общее решение данного уравнения будем искать в виде 

210 yyyy  , 
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где 0y – общее решение соответствующего однородного уравнения (без правой ча-

сти), а  1y   и  2y   – частные решения уравнений  

235 xyy            ( ) 

и  

xyy 5sin5  ,           (  ) 

имеющих одно и тоже характеристическое уравнение  

052  kk . 

Его корни –                                  01 k     и    52 k ,  

а значит,                                          
xeCCy 5

210  . 

Найдем частное решение 1y  уравнения (  ). Т.к. в правой части мы имеем 

полином второго порядка и при этом 0  (т.е. степень экспоненты правой части) яв-

ляется корнем характеристического уравнения, то решение будем искать в виде  

)( 2

1 CBxAxxy  . 

Находим производные: 

CBxAxy  23 2

1
, 

BAxy 261  . 

Подставим 1y   и 1y  в уравнение (  ): 

22 35101526 xCBxAxBAx  , 
2 215 (6 10 ) 2 5 3Ax x A B B C x      . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях   x   правой и левой части 

последнего уравнения, получим систему: 
2 : 15 3,

: 6 10 0,

: 2 5 0.

x A

x A B

x B C

 

  

 

5 1,

3 5 0,

2 5 0.

А

А В

В С

 


 
  

 

Отсюда                               
25

6
,

25

3
,

5

1
 CBA , 

 а значит,                             xxxy 048,012,02,0 23

1  . 

Теперь найдем частное решение 2y  уравнения (  ). Т.к. ii 5  не является 

корнем характеристического уравнения (   – коэффициент аргумента синуса или 

косинуса правой части), то решение 2y будем искать в виде: 

xBxAy 5sin5cos2  .  

Тогда                                        xBxAy 5cos155sin52   

и                                              xBxAy 5sin255cos252  . 

Подставляя 2y и 2y   в (  ), получим:  
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25 cos5 25 sin5 25 sin5 25 cos5 sin5A x B x A x B x x     . 

Приравнивая коэффициенты при x5sin  и x5cos  в левой и правой частях ра-

венства, получим систему 

25 25 1

25 25 0

В А

А В





  

  
         

,

.

1
50

1
50

А

В










 

  

 xxy 5sin5cos02,02  . 

Таким образом, общее решение     210 yyyy       исходного уравнения 

есть  
5 3 2

1 2 0,2 0,12 0,048 0,02(cos5 sin5 ).xy C C e x x x x x        

– – – – – – – 
 

в)      32 2.y y y x      

Решение.  Общее решение данного уравнения 0 1у у у  , где 0у - общее 

решение соответствующего однородного уравнения (без правой части), а 1у - част-

ное решение заданного уравнения. Рассмотрим однородное  уравнение 

.02  yyy  

Его характеристическое уравнение   0122  kk      имеет равные корни   

121  kk ,   и поэтому   

0 1 2( ).xу e C C x    

Найдем частное решение  1у . Так как в правой части мы имеем многочлен 

третей степени, это решение будем искать в виде: 
3 2

1 .y ax bx cx      

Находим производные:   
2

1

1

3 2 ,

6 2 .

y ax bx c

y ax b

   

  
 

Подставим в исходное уравнение выражения для 1 1 1, , .y y y    Получим: 

2 3 2 3

3 2 3

6 2 2(3 2 ) 2,

( 6 ) (6 4 ) 2 2 2.

ax b ax bx c ax bx cx x

ax a b x a b c x b c x

          

           
 

Чтобы это равенство выполнялось, нужно чтобы коэффициенты при всех степенях   

x    в левой части последнего уравнения  совпали с коэффициентами при тех же 

степенях в правой части, а именно: 
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3

2

1,

6 0,

6 4 0,

2 2 2.1

x a

a bx

a b cx

b c



  

  

    

 

Из этой системы находим:  .22,18,6,1  cba  

Следовательно,      
3 2

1 6 18 22y x x x     

–  искомое частное решение. Таким образом, общее решение исходного уравнения  

таково: 

.22186)( 23
21  xxxxCCey x

 

– – – – – – – 
 

ЗАДАНИЕ 7.  Решить нормальную систему уравнений  

 

а)       
2 ,

2 .

x x y

y x y

  

  

 

Решение. Аргументом функций x  и y  считаем переменную t . Первое урав-

нение системы продифференцируем по t :  

.2
2

2

dt

dy

dt

dx

dt

xd
                (*) 

Подставим в (*) из второго уравнения системы значение производной 

.2yx
dt

dy
  

Тогда  

.22
2

2

yx
dt

dx

dt

xd
              (**) 

Из первого уравнения системы выражаем   y: 

x
dt

dx
y 2 ,        (***) 

– и подставляем в (**): 









 x

dt

dx
x

dt

dx

dt

xd
222

2

2

 

или 

.034  xxx  

Получили линейное однородное уравнение второго порядка с постоянными 

коэффициентами. Для его решения составляем характеристическое уравнение: 

,0342  kk  
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корнями которого являются            1,3 21  kk , 

а значит, общее решение –  

.2

3

1

tt eCeCx   

Дифференцируя по t , получаем: 

.3 2

3

1

tt eCeC
dt

dx
  

Тогда из (***) можно найти y :  

tttt eCeCeCeCx
dt

dx
y 2

2

12

3

1 2232   

или 

.2
3

1
tt eCeCy   

Итак,    

3
1 2

3
1 2

,

.

t t

t t

x C e C e

y C e C e

  


 

 – общее решение системы. 

 – – – – – – – 

 

б)        
3 ,

3 2 .

t

t

х х у е

у х у е

    

   

 

 
Решение. Первое уравнение системы продифференцируем по t : 

2

2
3 .

td x dx dу
е

dt dtdt
                                                 (*) 

Подставим 3 2
tdy

х у е
dt

   из второго уравнения системы в уравнение (*). Тогда 

2

2
3 3 .

td х dx
х у е

dtdt
                                              (**) 

Из первого уравнения системы выражаем у : 

3
tdx

у х е
dt

                                                    (***) 

и подставляем в (**): 

2

2
3 3 3

t td х dx dx
х х е е

dt dtdt
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или 

6 8 4 .
t

х х х е                                              (****) 

Получили линейное неоднородное уравнение второго порядка с постоянными ко-

эффициентами.  Общее решение последнего уравнения имеет вид 

0 1х х х  , 

где 0х - общее решение соответствующего однородного уравнения (без правой ча-

сти), а 1х - частное решение заданного уравнения. Рассмотрим однородное  уравне-

ние 

6 8 0.х х х     

Его характеристическое уравнение       
2 6 8 0k k      имеет  действительные кор-

ни:    1 24, 2k k  ,   и поэтому   

4 2
0 1 2 .t tх C e C e   

 Найдем частное решение уравнения (****).  В правой части мы имеем  функ-

цию   ( ) 4
t

f x е  ,  причем, совпадений с корнями характеристического уравнения 

нет. Поэтому частное решение 1х будем искать в виде: 

1 .tх Ае  

Находим производные:   

1 1, .t tх Ае х Ае    

Подставив в  (****)  выражения для  1 1 1, ,х х х  ,  получим: 

6 8 4 .t t t tАе Ае Ае е     

Сократив обе части последнего равенства на 
tе , находим:  

4

3
А   . 

Тогда частное решение имеет вид:    1

4
.

3

tх е   

Таким образом, общее решение  уравнения  (****) таково:  

4 2
1 2

4
.

3

t t tх C e C e e    
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 Для того чтобы получить выражение для второй искомой функции у , находим 

производную 

4 2
1 2

4
4 2 .

3

t t tdх
C e C e e

dt
    

Тогда из (***) следует: 

4 2
1 2

5
.

3

t t tу C e C e e    

Итак,                                          

4 2
1 2

4 2
1 2

4

3

5

3

t t t

t t t

х C e C e e

у C e C e e









  




общее решение системы. 
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ВАРИАНТЫ ИНДИВИДУАЛЬНОЙ РАБОТЫ  
 

ЗАДАНИЕ 1. Найти общее решение (или общий интеграл) уравнения с раз-

деляющимися переменными: 

1. xyxxyxy 2222 422   

2. 0)2(sin2sin 2  dxeyxdyy x
 

3. 02)2( 22  dyxxdxyy  

4. 
y

xxx

y

y

cos

ln)2(

2cos

2 





 

5. 0)23(2 22  dyxxdxyy  

6. 02ln1 2  xyyy  

7. 
223)1(3  xeytgxy  

8. yyxxx  22 2)2(  

9. 
xx

yy
y






2

2

2

2
 

10. 02)2( 22  dyxxdxyy  

11. yyxx 422 22   

12. 0)2(cos1sin 22  dyxydxxy  

13. 0)2ln()1( 22  dyedxxex yy
 

14. 0)2()2(  dxyxdyxy  

15. 3 2(sin 2)( 2 ) ( 2 )sin 0x y y dy y y xdx      

16. 2 2 2 2( y ) ( ) 0xy dx x y x dy     

17. 
22( 1) 0xx y dx ye dy    



 36 

18. 
222 1 0yyy x e     

19. (1 ) 0x y xe dx e e dy    

20. 2sin ln 0y x y y    

 

ЗАДАНИЕ 2.  Найти частное решение линейного дифференциального урав-

нения первого порядка, удовлетворяющее заданным начальным условиям: 

1. 
2

2 xeyyx  ;    0)1( y  

2. tgxyxy  2cos ;   1)0( y  

3. xyyx  )12( ;    0)0( y  

4. arctgxyyx  )1( 2
;   1)0( y  

5. 1ln  xyyx ;    5)1( y  

6. xyxy arcsin1 2  ;  1)0( y  

7. xxyxy 2sinsincos  ;    2y  

8. xxytgy 4sin22  ;  0)0( y  

9. )cos( xxyxy  ;   0
2









y  

10. arctgxyyx  )1( 2
;  9)0( y  

11. xxyyx cos2 ;    
22











y  

12. 1cossin  xyxy  ;  0
2









y  

13. xyxy arcsin1 2  ;  0)0( y  

14. 1cossin  xyxy  ;  0
2









y  

15. xexyyx )1()( 2 ;  0)1( y  
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16. 2 44 xy y x e   ;   1(0)
3

y   

17. 2 5 4 0x y xy    ;    1 62
2

y    

18. cosxy y x   ;   1( )y 


  

19. 
2 1

xy
y x

x
  


;   (2 2) 3y   

20. sin sin
2
xy x y x tg    ;   2 2

y    

 

ЗАДАНИЕ 3.  Найти общее решение (или общий интеграл) однородного 

дифференциального уравнения первого порядка: 

 

1. 
8 5

5 2

x y
y

x y





 

2. 
x

y
tg

x

y
y   

3. 
x

y
yyx ln  

4. 022  yxyyx  

5. 034 22  xyyxy  

6. 
yx

yx
y




  

7. 
22 yxyyx   

8. 2 2 22 0x y x y    

9. 
x y

y
x y





 

10. 
228 yxyxy   

11. у
х

у
хсоsух  2

 



 38 

12. yx
у

ух
lnln4 


 

13. 0)( 222  dyxdxyxyx  

14. 0)2()2(  dyyxdxyx  

15. 0)2(  yxxyy  

16. ( 3 ) (3 ) 0x y dx x y dy     

17. 2sin
y

x dy ydx x dx
x

   

18. ( 2 ) 0y xy dx xdy    

19. 2cos
y

xy x y
x

    

20. (ln ln )xy y y y x     

 

ЗАДАНИЕ 4.  Найти общее решение (или общий интеграл) уравнения в пол-

ных дифференциалах: 

 

1. 2 2 2 2( 2 ) (2 ) 0y xy x dx xy y x dy       

2. 
2 2 2 2

1 0
y dyx dx

x y x y

 
   
   

 

3. 
2 2

3 4

2 3
0

x dx y x
dy

y y


   

4.  2 33 1 0y yx e dx x e dy    

5. 
 

 
2

2
0

x y dx y dy

x y

 



 

6. 
2 2

0
y dх x dу

x dx y dy
x y


  


 

7. ( ) ( ) 0x y x yye e dx e xe dy     
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8. 2 2 2 2(2 ) ( 2 ) 0xy x y dy x xy y dx       

9. 
2 2

3 4

32 0
y xx dx dy

y y


   

10. 2 2 2 3(3 6 ) (6 4 ) 0x xy dx x y y dy     

11. 
2 2 3

2 3

3 2 5
0

x y x y
dx dy

y y

 
   

12. 2 22 (1 ) 0x x y dx x ydy      

13. 2 2(1 sin2 ) 2 cos 0y x dx y x dy    

14. 
3

23 (1 ln ) 2 xx y dx y dy
y

 
   

 
 

15. sin( ) cos( )( ) 0x y dx x x y dx dy      

16. 4 2 5(5 ) (2 sin ) 0xx y e dx x y y dy     

17. 2 2 3 2(3 ysin ) (2 cos ) 0y yx e x dx x e x dy     

18. 6 2 5

2 2

1 12 6 0
y

xy dx x y dy
xx y

  
      

   
 

19.  2

2

1 2 0
1

yy dx x e dy
x

 
    

 
 

20.  2 4 3 3 13 1 4 0x y dx x y dy
y

 
    

 
 

ЗАДАНИЕ 5.  Найти частное решение уравнения второго порядка, допускающего 

понижение порядка: 

1. 02  xyyx ;  
3

4
)1( y ,  3)1( y  

2. 0 yey y
;   0)0( y ,  1)0( y  

3. xctgxyy sin ;  1
2









y , 

22











y  

4. 3 2y y y   ;   1)0( y , (0) 1y   
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5. 2)(yyy  ;   1)0( y , 3)0( y  

6. 422 xyyx  ;   
5

1
)1( y ,  4)1( y  

7. 33  yy ;    1)1( y ,  1)1( y  

8. 012 2  yy ;   
2

1
)0( y ,  1)0( y  

9. xtgxyy cos ;   1)0( y ,  0)0( y  

10. yey 42  ;   0)0( y , 
2

1
)0( y  

11. 2)(2)2( yyy  ;  3)0( y , 1)0( y  

12. 34xyyx  ;   
4

1
)1( y , 2)1( y  

13. 2)(32 yyy  ;  1)1( y , 1)1( y  

14. xxyyx cos2 ;  1
2








 
y , 

22











y  

15. xyx ln43  ;   4)1( y , 0)1( y  

16. 2 33 ;x y xy x     (1) 0,y   (1) 4y   

17. 2 3( ) ( ) ;yy y y     (1) 1,y    (1) 1y    

18. 2 22 ( ) 0;yy y y     (0) 1,y   (0) 1y   

19. 2 2(1 ) ( ) 1 0;x y y      (0) 1,y   (0) 1y   

20. ln ;y x x y    ( ) 0,y e   ( ) 1y e   

 

ЗАДАНИЕ 6.  Найти общее решение линейного неоднородного дифференци-

ального уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами: 

1. xxyyy sin21682 2    

2. xexyy 2cos34   
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3.  xeyyy x 232 2   

4. xxyy sin2122   

5. xeyyy x sin92 2    

6. xexyy 422sin44   

7. xxxyy 2sincos3   

8. xexxyyy  3466 2  

9. 23 233 xeyy x   

10. xxyyy 2cos4554   

11. xxeyy x sin  

12. xxyy  3sin49  

13. 2sin22  xxyyy  

14. 4292 2   xeyyy x
 

15. xxxyyy 4sin3cos2   

16. 3 2 sin2 2cos2y y y x x      

17. 22 ( 3)xy y e x x      

18. 24 4 xy y y xe     

19. 9 cos3xy y e x    

20. 5 6 13sin3 2y y y x x      

 

ЗАДАНИЕ 7.  Решить нормальную систему уравнений: 

 

1.    
2 ,

3 4 .

x x y

y x y

  

  

 

 

2.    
,

4 .

x x y

y y x

  

  

 

3.    
8 0,

0.

x x y

y x y

   

   

 

 

4.    
,

3 2 .

x x y

y y x
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5.    
3 ,

3 .

x x y

y x y

  

  

 

 

6.    
5 0,

0.

x x y

y x y

   

   

 

 

7.    
2 ,

4 .

x x y

y y x

  

  

 

 

8.    
3 ,

4 .

x x y

y x y

  

  

      

                                                       

9.    
2 3 ,

2 .

x y x

y y x

  

  

 

 

10.    
5 3 0,

3 0.

x x y

y x y

   

   

 

 

11.    
4 ,

2 .

x x y

y x y

  

  

 

 

12.    
2 ,

3 4 .

x x y

y x y

   

  

 

 

13. 
2 ,

2 .

x x y

y x y

  

  

 

 

14. 
2 ,

.

x x y

y x y

  

  

 

 

15. 
7 2 0,

3 2 0.

x x y

y x y

   

   

 

 

16. 
2 ,

2 5 .

x x y

y x y

   

   

 

 

17. 
4 ,

3 .

x x y

y x y

  

  

 

 

18. 
3 ,

5 .

x x y

y x y

  

   

 

 

19. 
4 ,

2 .

x x y

y x y

  

  

 

 

20. 
2 5 ,

5 6 .

x x y

y x y
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