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155 2 ciiii  , 255 2 cjiij  , 355 2 ckiik  . Из этих ра-

венств найдем ki 5 . 

Так как ijik  , то        jiicjiijiiki 51555 2  

   
  .22222

22222

53215215

2152151

kicicjcikicjciji
icjcijcijcjiijc



  

Отсюда 3215 cicjcki   или jciccki 1235  . Умножим обе части 

последнего равенства на k  справа jkcikckcki 123
2

5  , получим 

  icjckci 1235  , откуда kcjcici 3215  . Но это означает, 

что 5i  линейно зависит от k,j,i . Мы пришли к противоречию с допущени-

ем, следовательно, не существует алгебры с делением ранга 4n . 
Теорема Фробениуса замечательна тем, что устанавливает предел расши-

рения числовых полей, а именно, последним числовым полем, включающим 
все предшествующие числовые поля и кольца в порядке их расширения, яв-
ляется некоммутативное поле кватернионов. Если же не требовать, чтобы 
числовая система была полем, то есть алгеброй с делением, то возможно по-
строение сколько угодно гиперкомплексных систем или алгебр любого ранга, 
притом не только над полем действительных чисел, но и над другими полями. 
Так, например, над полем комплексных чисел можно построить алгебру 
бикватернионов. Элемент этой алгебры бикватернион имеет вид 

kdjciba  , причем d,c,b,a  комплексные числа, а k,j,i,1  – ба-
зисные единицы с такой же таблицей умножения, как в алгебре кватернионов. 
Но алгебра бикватернионов не обладает делением. 
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Умножив левую и правую части последнего равенства слева на 2i , полу-

чим    jcicccccicjiccicj 2210212022120  

  jcicccccc 2
22210120   

Откуда    012
22210120  jcicccccc . 

Так как j,i, 21 , то    012
2210120  ccccccc . Но 

12
2 c , так как Rc 2 . Таким образом, сделанное допущение неверно, 

значит kji 2  линейно независимо от j,i, 21 . 
Итак, при 2n  алгебра A  содержит не менее четырех линейно незави-

симых элементов k,j,i, 21 . Значит, нет алгебры A  с делением ранга 3n . 

Заменим базис ni,...,,i,i, 321  новым базисом ni,...,i,k,j,i, 51 , где 2ii  I, 

,
c

icij
2

32

1


  .ijk   

При 4n  имеем базис k,j,i,1 . Всякий элемент алгебры  принимает 
вид dkcjbiat  . Таблица умножения базисных элементов такая же, 
как для кватернионов: 

 
 1 i  j  k  

1 1 i  j  k  
i  i  1  k  j  

j  j  k  1  i  

k  k  j  i  1  
 
Итак при 4n  алгебра A  с делением есть тело T  кватернионов. 
TA  . 

 
4) Остается убедиться в том, что ранг алгебры A  с делением не может 

превышать 4n . 
Допустим противное. Пусть 4n , то есть,  базис алгебры A  состоящий 

из элементов ni,...,i,k,j,i, 51  содержит, по меньшей мере, пять линейно не-

зависимых элементов 51 i,k,j,i, . Согласно (5) можно записать: 
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Из равенства (1) следует, что в качестве   и  можно взять 2i и 3i , то-
гда согласно равенству (5), получим  

.ciiii 22332        (6) 

Покажем теперь, что в A  существует такой элемент 
,iaiaaj 32210         (7)  

что 12 j  и ,jiji 022   т.е.  12
32210  iaiaa  и 

  0232210322102  iiaiaaiaiaai . 
Из последнего равенства с учетом (6), получим 

 ,caaiaiiiia
aiaiiaiaiaiiaiaia

0222
22

212023322

120232
2
2120322

2
2120




 

откуда 02120  caaia  или  01220  acaia . 

Ввиду линейной независимости 2i и 1, получим 00 a и ,aca 012   

откуда .caa 21   Подставив в равенство (7) 00 a  и ,aca 012   полу-

чим  ,iaica 12
3222   откуда  132

2
2  icia  или 

 .iciicica 112332
22

2   

Учитывая равенство (6), получим  112 222
2  cca  или 

 ,ca 1122
2  откуда 2

2
2 1

1
c

a


  или .
c

a
22

1
1


  

Искомый элемент   322322232210 iciaiaciaiaiaaj  

.
c

ici
2

32

1


  

Итак, j  линейно  выражается через 2i  и 3i . Система 321 i,i,  и 3i  линей-

но независима, тогда система j,i, 21  также линейно независима. 

Докажем теперь, что элемент kji 2  линейно независим от j,i, 21 . 

Допустим противное, т.е. допустим, что ji2  линейно зависим от j,i, 21 , 

т.е. ,jciccji 22102   где Rc,c,c 210 . 
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ВВЕДЕНИЕ 

1. Бинарные отношения. Отношение эквивалентности и разби-
ение множества на классы. Фактор  множества. 
Пусть b,a произвольные объекты, различные или одинаковые, заданные в 
определенном порядке (сначала а , затем b ). Будем говорить, что эти объек-
ты образуют упорядоченную пару и записывать  b,a . 

Определение. Если  b,a и  d,с  – упорядоченные пары, то 
    
    а,bb,аba

dbcad,cb,а



2
1

 

Определение. Прямым произведением множества А  на множество В  назы-
вают множество Р , состоящее из всех упорядоченных пар 
 b,а , первые компоненты которых  – элементы множества 
А , а вторые – элементы множества .В  

  ВbАаb,аВАР   
Примеры.   

   
            
             BAc,d,b,d,a,d,c,a,b,a,a,aAB

d,c,a,c,d,b,a,b,d,a,a,aBA
d,aB,c,b,aA





 

2) R – множество действительных чисел (числовая прямая); 
RR  – совокупность всех пар действительных чисел (числовая плоскость). 

 
Прямое произведение п  множеств определяется следующим образом: 

  niAаааааАААА iiпп ,...1,,...,,,... 321321  , где 

),...,,,( 321 naaaa – упорядоченный кортеж. 

Определение. Подмножество ВА  называется бинарным  отношени-
ем  между элементами множеств А  и В  (или отношением, 
определенном на паре множеств ), ВА . Если ВА  , то   

называют отношением на множестве А . Если   b,а , то 
bа  ( a  и b  находятся в отношением ).  
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Определение. Областью определения  отношения   называется множество 
первых координат элементов из .Dom:   Областью зна-
чений отношения  называется множество вторых координат 
элементов из .Im:   

Определение. ВА  называется универсальным бинарным отношением 
на паре множеств ., ВА  

Определение. Если ,ВА  тогда       b,аа,b1 . 

Определение. Отношение   определенное на множестве A   2A  об-
ладающее свойством: 
1)  ),(, ххАх  называется рефлексивным; 
2)   )х,у()у,х(  – называется симметричным; 

3)         z,xz,уу,х  – называется транзи-
тивным; 
4) если     yxx,yy,x    или если 

      x,yy,x , то отношение называется антисим-
метричным; 
5) если  )х,х(Ах , то отношение называется 
антирефлексивным. 

Определение. Отношение  определенное на множестве А  называется 
п арным, если .пА  

Определение. Отношение  , определенное на множестве А  называется 
отношением эквивалентности, если оно рефлексивное, 
симметричное, транзитивное. 

Примеры. 1. Отношение равенства множеств – отношение эквивалентности 
а) AAIА   – рефлексивность; 
б) АВBA   – симметричность; 
в)  САСВBA транзитивность. 

Определение. Разбиением непустого множества A  называется совокуп-
ность )(AS  непустых попарно непересекающихся под-
множеств множества A , таких, что объединение всех 
множеств iА  равно множеству A , т.е.  
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Так как элементы 1,,  линейно независимы, то    и    не 
могут быть действительными числами. Докажем это. 

Допустим, например, что a  , где Ra , получим, 
,a 0111    а это значит, что система 1,,  линейно зависима, 

что противоречит выбору элементов системы 1,, . 
Итак, R,   , тогда по свойству 3 они служат корнями неко-

торых квадратных уравнений: 02  qpxx  и 011
2  qxpx , где 

Rq,p.q,p 11 . 
Тогда 

  02  qp   и   011
2  qp  , откуда 

получаем 

 
  









11
2

2

qp

qp




      (2) 

С другой стороны, 


 









.

;





2

2
222

222

  (3) 

Сравнивая правые части равенств (2) и (3) получим 

 







112
2

qp
qp




    (4) 

Сложив почленно равенства (4), получим 
     1114 qqpppp    или 

   .qqpppp 04111    
Учитывая, что элементы 1,,  линейно независимы, получим, что 

04111  qqpppp , откуда .pp 01   Тогда равенства (4) 
принимают следующий вид: 








12
2

q
q




 или ,c2   где 

222 1  qqc , т.е. Rc2      (5) 
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1) Если ранг алгебры A  равен 1, то все элементы из A  будут иметь 
вид aaa  11 , т.е. будут действительными числами. Следовательно, 

RA  . 
 

2) Если ранг алгебры A  больше или равен 2, то поле R  будет частью 
A , и в A  будут содержаться элементы, не совпадающие с действительными 

числами. В частности, базисные элементы n,...,,  32  не являются действи-
тельными числами. 

Докажем это. Допустим, что какое-либо 11   s  – действительное 

число, тогда 11   aaas , это значит, что s  линейно выражается 

через 11  , что невозможно, ввиду линейной независимости базисных эле-
ментов. 

Согласно третьему свойству всякий элемент из A , не являющийся дей-
ствительным числом, есть корень некоторого квадратного уравнения 

  022  dcx , где c  и 0d  – действительные числа. Следовательно, 

s , где  n,...,,s 32  является корнем уравнения такого вида, т. е. 

  022  dcs , откуда ,
d

cs 01
2







 

 тогда 1
2







 

d
cs   (1) 

Обозначим s
s i
d

c







 

 и заменим базис n,...,,  21  новым базисом 

ni,...,,i,i, 321 , для элементов которого выполняется свойство (1), т.е. 

122
3

2
2  ni...ii . 

Если ранг алгебры равен 2, то базис состоит из двух элементов 1 и  
iis  , где 12 i , а всякий элемент из A  имеет вид iba 1 , где 

Rb,a  . Умножение базисных элементов производится следующим обра-

зом: 1∙1=1, iii  11 , 12 i . 
Таким образом, при 2n  CA  . 
 
3) Посмотрим, что будет представлять собой A  при 2n . Возьмем 

такие независимые элементы A,, 1 , чтобы .122    
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   ji,AA;AA,AA,AAAS jiiii    
 
Теорема: Каждому бинарному отношению эквивалентности множества 

A  соответствует некоторое разбиение множества. И 
наоборот, каждому разбиению множества A  соответству-
ет бинарное отношение эквивалентности. 

Определение. Отношение  , определенное на множестве A  назовем отно-
шением «строгого» порядка, если оно антирефлексивно, анти-
симметрично, транзитивно. 

Определение. Отношение 2А назовем отношением «нестрогого» поряд-
ка, если оно рефлексивно, антисимметрично, транзитивно. 

Примеры. 
1. На множестве R ""   – отношение «строгого» порядка; 

""   – отношение «нестрогого» порядка. 
2. На множестве J: ""  – отношение «нестрогого» порядка; 

""  – отношение «строгого» порядка. 
Определение. Бинарное отношение f  называется функцией (отображени-

ем), если      .zyfz,xfy,xAz,y,x   
Определение. Две функции называются равными, если они равны как множе-

ства, т.е. 
      xgxfDomfxDomgDomfgf   

Определение. Если ВfIm,DomfА,ВAf  , то f  отображение 

множества A  в B , если при этом из    yfxf   следу-
ет, yx  то отображение называют инъективным или инъек-
цией. 

Определение. Если ВfIm,ADomf,ВAf  , т.е. для любого 

By  существует Ax , такой что  xfy  , то f отобра-
жение множества A  на B (сюръекция). 

Определение. Функция ВAf :  называется биективной (взаимно–
однозначным отображением), если она сюръективна и инъек-
тивна. 

Определение. Семейство всех смежных классов множества A  по эквива-
лентности   называется фактор множеством множества A  по 
  и обозначается /)( AAS  . 
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2. Определение группы, примеры групп, простейшие свойства 
групп. 
Определение. Непустое множество G  на котором определена  бинарная ал-

гебраическая операция    называется группой, если выпол-
няются следующие аксиомы.  

   cbacbaGсbаА  ,,.1  –ассоциативность 

aea,GaGe.A 2 , где e  – правая единица 

eaaGaGa.A   113 , где 1a  – правый обрат-

ный элемент. 
Определение. Если для элементов группы  G  выполняется 

аbbaGb,а.A 4  – коммутативность, 

то  G  – коммутативная группа. 
Примеры. 

       ,\QQ,\RR,;K,M ** 00111   0\CC*   – коммута-
тивные группы; 





















 0

2221

1211 A,Ra
aa
aa

AG ij  – не коммутативная группа; 

 
Свойства. 
1. В произведении из п  элементов группы скобки можно расставлять 
произвольно. 
2. ,aaeeaGaGe !  

3. eaaaaGaGa   111
! . 

4. Уравнение  bуаbах   имеем в группе  G единственное решение. 

Определение. Непустое подмножество N  группы  G  называется подгруп-

пой  группы  G  если относительно операции    N  являет-
ся группой. 

Теорема (критерий подгруппы). Непустое подмножество N  группы  G  

является подгруппой группы  G  тогда и только тогда, когда: 

HhhHh,h.  21211 ; 
61 

 

Пусть A  – алгебра с делением ранга n  и A . Тогда любая система, 
состоящая из 1n  элемента множества A  является линейно зависимой, в 

частности, система элементов 11 ,,...,, nn    множества A  является ли-
нейно зависимой. Тогда по определению линейно зависимых систем суще-
ствует упорядоченный не нулевой набор 011 a,a,...,a,a nn   действительных 

чисел такой, что 001
1

1  
 aa,,,aa n

n
n

n  . Следователь-
но,   является корнем не нулевого многочлена степени n  с действительны-

ми коэффициентами   01
1

1 axa,,,xaxaxf n
n

n
n  

 . 
Известно, что любой многочлен с действительными коэффициентами 

степени 1n  раскладывается в произведение многочленов первой и второй 
степени с действительными коэффициентами, то есть. 

Элемент A  является корнем многочлена 
       xf...xfxfxf s 21 , и значит,         sf...fff  21 . 

Откуда по свойству 1 по крайней мере один из множителей 
      sf,...,f,f 21  равен нулю. Если элемент R , то он будет кор-

нем множителя    xxfi , если R , то оно должно быть корнем  

только множителя второй степени вида   qpxxxfi  2 , который не-

приводим над полем действительных чисел, тогда 0
4

2
 qp

, что возмож-

но, лишь при 0q . Тогда уравнение 02  qpxx  можно представить в 

виде   022  dcx , где Rd,c  . 
Докажем теорему, отвечающую на  поставленный выше вопрос. 

Теорема Фробениуса. Алгебра с делением над полем действительных чисел 
является или полем действительных чисел, или полем ком-
плексных чисел, или телом кватернионов.  

Доказательство. 
Пусть A  – алгебра с делением ранга n  над полем действительных чисел 

и n,...,,  21  её базис. По второму свойству AR  , а это значит, что 

A1 . Так как базис можно выбирать произвольно, то выберем 11  . 
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Возникает вопрос, ограничиваются ли алгебры с делением над полем R  
тремя перечисленными видами, возможны ли дальнейшие расширения число-
вых полей? Чтобы доказать теорему, отвечающую на этот вопрос, рассмот-
рим некоторые свойства алгебр с делением. 
Свойство 1. Алгебра с делением не имеет делителей нуля. 
Доказательство. 

Пусть A  – алгебра с делением и пусть 0 , где A,  . 
Если 0 , тогда по свойствам алгебр с делением для него существует 

элемент A1  такой, 11   . 

Умножим левую и правую части равенства 0  на 1 , получим 

  11 0    , откуда следует, что   01    или 
01 , откуда получим, что 0 . 

Таким образом, из равенства нулю произведения вытекает равенство ну-
лю по крайней мере одного из сомножителей. 
Свойство 2. Алгебра с делением над полем действительных чисел содержит 

поле действительных чисел. 
Доказательство. 

Пусть A  – алгебра с делением над полем действительных чисел. 
Известно, что всякая алгебра с делением содержит единицу  , следова-

тельно, содержит и элементы a , где Ra . Поставим в соответствие 
каждому элементу  вида Aa   действительное число. Очевидно, что это 
соответствие взаимно однозначное. 

Пусть aa   и bb  , тогда 
  bababa    

          babababa   . 
Откуда по определению изоморфизма следует, что множество всех эле-

ментов вида a  изоморфно полю действительных чисел R . Отождествим 
элемент Aa   с действительным числом Ra , тогда AR  . 
Свойство 3. Каждый элемент алгебры с делением, отличный от действитель-

ного числа, служит корнем некоторого квадратного уравнения 

вида   022  dcx , где c  и 0d  – действительные 
числа. 

Доказательство. 
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HhHh.  12 . 
Примеры. 

1. )(Z аддитивная группа целых чисел. 2Z подгруппа 
группы )(Z ; 

2. 




















 0

1

111 A,Ra
a...a
а...a

AL ij
ппп

п
n – некоммутатив-

ная группа невырожденных квадратных матриц,  1 ALAS n  под-
группа. 

3. Кольцо, примеры колец, простейшие свойства кольца. 

Определение. Алгебра  ,К   называется кольцом, если относительно опе-
раций сложения и умножения она удовлетворяет аксиомам. 
I.  К  – абелева группа, т.е. 

1. хуухКух  ,  (коммутативность); 
2. )()(,, zуxzуxKzух   (ассоциатив-
ность); 
3. xxKxK  00  (0 – правый нулевой элемент); 

4.     0 xxKxKx  (  x –правый проти-
воположный элемент). 

II.  K  – полугруппа 

5.    zyxzyxKzyx  ,,  
III. 

6. Kz,y,x   zyzxz)yx(  ; 

7. Kz,y,x     yzxzyxz  . 

Определение. Кольцо  ,K  называется коммутативным кольцом, если вы-
полняется аксиома: 

8. xyyxKy,x   (коммутативность) 

Определение. Кольцо  ,К  называется кольцом с единицей если: 

9. ххеехKxKе  ,  ( е  – единица кольца 

 ) 
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Примеры. 
1.         ,,,,,, CRQZ  – коммутативные кольца с единицей. 

2.  1,...,2,1,0,  mZNm m , где 

babababaZba m  ;, . 

 ,Zm  – коммутативное кольцо с единицей. 

3.     ZbabaZ  ,,,2  –коммутативное кольцо с единицей. 

4.    ZbabiaiZ  ,,  – коммутативное кольцо с единицей (кольцо це-
лых Гуссовых чисел). 

5. 
















 Zdcba

dc
ba

Z ,,,2  –не коммутативное кольцо с единицей. 

 
Свойства колец. 
1.   – абелева группа. Поэтому всякое кольцо обладает свойствами абе-
левых групп: 

;0,010 хxKхК !  

      020  ааааKаKа ! ; 

Kbа  ,30  уравнение  bауbxa    имеет в К  
единственное решение; 

04  в сумме из п  элементов кольца скобки можно расставлять 
произвольно. 
Из свойства  следует, что в кольце можно определить операцию – вычитание, 
по правилу: 

 ухухKух  ,  

   
   п

пп

аа
ааааКааа




...
...,...,,5

2

12121
0

 

  naanNпKа  ,.60  

  ;,,,.70 amanamnZnmKbа   

;)( nbnaban       .anmanm   
Из ассоциативности операции умножения вытекают следующие свойства: 
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Исходя из свойств умножения векторов на действительные числа (опре-
деление 2), имеем  
            kikikikikkiikkii baba)b(aba    

Таким образом,     
 


n

i

n

k,i
kiki

n

k
kkii baba

1 11
 . 

Итак, произведение гиперкомплексных чисел выражается через всевоз-
можные произведения базисных элементов n,...,,  21 . Таких парных про-

изведений ki    будет ki   , так как  n,...,,i 21  и ikki   . 

Всякое произведение ki    представляет собой гиперкомплексное 
число, в свою очередь выражаемое (как всякое гиперкомплексное число) че-
рез базисные элементы n,...,,  21 , то есть 





n

t
tiktniknikikki CCCC

1
2211   . Здесь t  означает по-

рядковый номер коэффициента iktC  при t  в линейном выражении ki   . 

Зная 3n  коэффициентов iktC  (так как произведений ki   всего ki   , 
а каждое из них выражается через n  коэффициентов), называемых структур-
ными постоянными умножения данной алгебры, можно однозначно опреде-
лить произведение любых гиперкомплексных чисел данной алгебры: 

 



n

t,k,i
tiktki Cba

1
 . Постоянные iktC  могут быть выбраны произ-

вольно. От того или иного выбора 3n  чисел iktC  зависит умножение в дан-
ной алгебре, а значит и сама алгебра. Можно построить сколько угодно ал-
гебр любого ранга над полем действительных чисел. Для этого нужно вы-

брать базис n,...,,  21  и 3n  действительных чисел в качестве структур-
ных постоянных 

3. Предел расширения числовых полей. Теорема Фробениуса. 
Алгебра с делением над полем R ранга 1n  является полем действи-

тельных чисел, ранга 2n  –  полем комплексных чисел, ранга 4n  –  по-
лем кватернионов. 
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таких систем вводят в n -мерное векторное пространство операцию умноже-
ния. 
Определение 2. n -мерное векторное пространство L  над полем действи-

тельных чисел называется алгеброй (или гиперкомплексной  
системой) ранга n  над этим полем, если в L  определена все-
гда выполнимая и однозначная операция умножения, ассоциа-
тивная, дистрибутивная относительно сложения и связанная с 
умножением элементов из L  на действительные числа равен-
ством        kkk , где L,  , 

Rk  . 
Из определения видно, что алгебра ранга n  является некоммутативным 

кольцом. 
Если в алгебре ранга n , помимо указанного, выполнимо деление, то она 

является телом, то есть некоммутативным полем и называется алгеброй с де-
лением ранга n . 

Элементы алгебры называются гиперкомплексными (сверхкомплексны-
ми) числами. 

Алгебра ранга n  имеет некоторый базис n,...,,  21  и каждый ее эле-

мент  na,...,a,a 21  можно представить в виде 





n

i
iinn .aaaa

1
2211    

Посмотрим, что представляет собой произведение двух гиперкомплекс-

ных чисел 



n

i
iinn aaaa

1
2211    и 





n

k
kknn .bbbb

1
2211    

По определению 2 умножение дистрибутивно, поэтому 
        nnnn b...bbbbb  22112211   

          222211112211  baaabaaa nnnn  
                11112211112211  babababaaa nnnnnn 

                nnnn babababa  112222222211 

           



n

k,i
kkiinnnnnn baba...ba

1
22    
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.80  В произведении из п  элементов скобки можно расставлять 
произвольно. 

  nmnmnmnm aaaaaZnmKа   ,,.90  
Из дистрибутивного закона умножения относительно сложения вытекает 
справедливость свойств: 

 
bababa

baaabKааа

m

mт




...
...,...,,.10

21

2121
0

 
m

mт

ababab
aaabbKааа




...
...,...,,.11

21

2121
0

 

.012  В каждом кольце K   справедливо обычное  правило умно-
жения суммы на сумму (без изменения порядка множителей), 
т.е.  

Kbmbbaaa n  ,...,,,,...,, 2121 
    mn bbbaaa ...... 2121  

mnnn

mm

bababa
babababababa




...
......

21

2221212111  

   
.

;,,,.130

bcac
bacbcaccbaKcba




 

000.140  aaKa . 

   
    abba

babababaKba


 ,,,.150

 

Определение. Кольцо   ,K  называется кольцом без делителей нуля если: 

   
   






000,
000,

babaKba
babaKba

 

Определение. Кольцо  ,K  называется кольцом с делителями нуля если: 

  000,  babaKba  
Примеры. 
1.         ,,,,,, CRQZ – кольца без делителей нуля. 
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















 Zdcba

dc
ba

S ,,,.2 –кольцо с делителями нуля 

  OBAOBOABA 
























 ;

00
00

10
00

00
01

 

.3 Все поля являются кольцами без делителей нуля. 

 1,...1,0.4  mZm  – кольцо классов вычетов по модулю  .m  Если m  – 

простое, то mZ  –кольцо без делителей нуля , если  m  – составное , то mZ  
кольцо с делителями нуля. 
Определение. Непустое подмножество А  кольца  ,K  называется под-

кольцом кольца   ,K , если  ,А  – кольцо. 
Примеры. 

1.




















 Ra

a
aa

AAK ij,
0 22

1211  – кольцо квадратных матриц второго 

порядка. 





















 Ra

a
a

BBD ij,
0

0

22

11  – подкольцо диагональных матриц коль-

ца K , DK   
2.         ,,,, CRQZ  

3.   ZZxxZ  22  

4.
















 Za

aa
aa

M ij,
2221

1211
2 – кольцо матриц второго порядка 

22 ,,
3

MZba
ab
ba

L 
















 . 

Теорема (критерий подкольца).  Непустое множество А  кольца  ,K  
является подкольцом кольца К  тогда и только тогда, когда: 

АухАух  ,.1  
.,.2 АухАух   
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Доказательство. 
Допустим противное, пусть nk e,...,a,...,e,e 21  линейно зависимая си-

стема векторов, тогда существует совокупность из n  действительных чисел 

nk m,...,m,...,m,m 21 , среди которых есть отличные от нуля, такая что 

02211  nnkk em...am...emem , откуда, после подстановки, по-

лучим   02211  nntsk em...ebeam...emem . Применяя 
свойства векторного пространства, преобразуем левую часть последнего ра-
венства, получим равенство 

    02211  nnttkssk emembm...emam...emem , 
коэффициенты которого не обращаются в ноль одновременно. Следователь-

но, система векторов nts e,...,e,...,e,...,e,e 21  линейно зависима, но тогда 

линейно зависима и система векторов ne,...,e,e 21 , как система, содержащая 
линейно зависимую подсистему, что противоречит выбору системы 

ne,...,e,e 21 . 
Полученное противоречие показывает, что предположение о линейной 

зависимости векторов системы nk e,...,a,...,e,e 21  неверно, остаётся, что си-

стема векторов ne,...,ka,...,e,e 21  – линейно независима и может служить 

базисом пространства nV . 

2. Алгебра ранга n. 
Всякое комплексное число iba   линейно выражается через две 

линейно независимые единицы поля комплексных чисел  011 , ,  10,i  , 
а именно: iba  1 , где a  и b  – действительные числа. 

Естественно, возникает вопрос, нельзя ли построить числа более общие, 
чем комплексные, которые линейно выражались бы более, чем через две еди-
ницы, то есть могли бы характеризовать пространство при 2n . 

Английским математиком Гамильтоном (1805 – 1865) и немецким  ма-
тематиком Грассманом (1809 – 1877) были построены теории гиперком-
плексных систем (или алгебр), в частности Гамильтоном в 1853 году была 
создана такая система для 4n  (система кватернионов). Для построения 
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ГИПЕРКОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА. 

1. n-мерное векторное пространство. 
Из курса высшей алгебры известно, что алгебра с операциями сложения 

векторов и умножения вектора на число 

  n,i,Raa...,a,aaV inn 121   является векторным простран-

ством и называется n -мерным арифметическим векторным пространством 
над полем действительных чисел. 

Для элементов алгебры nV  выполняются все общие свойства векторных 
пространств, рассмотренные в вопросах 6,7 введения. 

Следует обратить внимание на то, что в определение n -мерного вектор-
ного пространства не входит умножение вектора на вектор. 

Известно, что в n -мерном векторном пространстве существуют сово-
купности из n  линейно независимых векторов, но любые 1n  векторов ли-
нейно зависимы. Число n , указывающее на максимальное количество линей-
но независимых векторов пространства, называется размерностью (рангом) 
этого пространства. 

Совокупность n  единичных векторов ne,...,e,e 21  через которую вы-

ражается всякий вектор пространства, называется  базисом этого простран-
ства. Заметим, что базис может быть выбран различным образом, но при лю-
бом выборе базис должен состоять из n  линейно независимых векторов. 
Например, в качестве базисных векторов системы координат плоскости мож-
но взять в произвольном масштабе 2 вектора по выбранным направлениям 
двух осей Ox  и Oy , считая их единичными, причем оси могут быть и не 
перпендикулярными. 

Пусть ne,...,e,e 21  – векторы, образующие базис n -мерного векторно-

го пространства над полем R . 
Заменим какой-либо из базисных элементов, например ke , некоторым 

вектором 0ka  линейно выраженным через какие-либо базисные элемен-

ты; пусть tsk ebeaa  , где a  и b  действительные числа, не равные 
одновременно нулю. 

Теорема. Совокупность векторов nk e,...,a,...,e,e 21  линейно независима. 
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Определение. Отображение  
 

  ,,: КК
нав

  называется гомомор-

физмом кольца  ,K  в (на) кольцо   ,К  если оно удо-
влетворяет аксиомам: 

     
     ухухKух

ухухKух






,.2
,.1

 

Определение. Гомоморфизм     ,,: КК
на

  называется изоморфиз-

мом кольца  ,K  на кольцо   ,К  если   взаимно од-
нозначное отображение. 

4. Поле. Простейшие свойства поля. Примеры полей. Числовые 
поля. Упорядоченное поле. 
Определение. Коммутативное кольцо P  называется полем, если в нём со-

держится по крайней мере один элемент, отличный от нуля, и 
если в нем выполняется операция деления, кроме деления на 
нуль, т.е. bqaPqaPba  (,0,,  

Примеры. 
1. Коммутативное кольцо рациональных чисел Q  является полем. 
2. Коммутативное кольцо действительных чисел R  является полем. 

3 Коммутативное кольцо    QbabaQ  ,22  является полем. 

Свойства поля. 
1. В каждом поле существует, и притом только одна единица. 
2. В каждом поле   для любого элемента 0a  существует, и притом 
только один обратный элемент 1a . 
3. Любое поле не содержит делителей нуля. 
4. Каждое поле является коммутативным кольцом. Поэтому все свой-
ства колец выполняются для полей. 
Определение. Непустое подмножество    поля   называют подполем это-

го поля, если оно само является полем относительно алгеб-
раических операций, определенных на поле  . Поле   
называют расширением поля   . 

Теорема (критерий подполя). Для того чтобы непустое подмножество    
поля  , содержащее по крайне мере один не нулевой эле-
мент, было подполем поля  , необходимо и достаточно, 
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чтобы множество   было замкнуто относительно операций 
поля. 

Примеры (подполей). 
1. Поле рациональных чисел Q  является подполем поля  .2Q . 
2. Поле рациональных чисел Q является подполем поля R  действи-
тельных чисел. 

3. Поле  2Q  является подполем поля R . 
Определение. Поля элементами которых являются числа называют числовы-

ми полями. 
Теорема. Поле рациональных чисел является минимальным числовым полем. 
Определение. Алгебраическая система ),( F  называется линейно упорядо-

ченным множеством, если выполняются следующие условия: 
   cacbbaизFcba  ,,.1  

   baabbaFba  ,.2  
Определение. Упорядоченным полем называется алгебраическая система 

),,,( F  удовлетворяет условиям: 

(1) алгебра  ,,F  – поле; 

(2) система  ,F  линейно упорядоченное множество; 
(3) если ba  , то cbca  , где Fcba ,,  (моно-

тонность сложения) 
(4) если ba   и 0c , то cbca  , где Fcba ,,  

(монотонность умножения) 

5. Векторное пространство. Примеры и простейшие свойства 
векторных пространств. Линейная зависимость и независи-
мость системы векторов. Базис и ранг конечной системы век-
торов. 

Определение. Множество  ...,,, cbaL   «векторов» называется векторным 

(линейным) пространством над полем  ,..,, cbaP  , если 
относительно операций сложения векторов и умножения век-
тора на элемент поля   выполняются условия: 

abbaLba  ,.10 ; 

   cbacbaLcba  ,,.20 ; 
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Определение. Тело  ,K  называется телом кватернионов, а его элементы 
– кватернионами.  

Запишем, тело кватернионов в виде 
 1222  kji,Rd.c/b,adkcjbiaT  

Пусть Tdkcjbiat  , элемент Tdkcjbiat   назовём 
сопряжённым к элементу t . Найдём произведение сопряжённых элементов: 

     
.Rdcba

dkcjbiadkcjbiadkcjbiatt



2222

22
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dKcJbIaE
i

i
dc

i
i

ba 






































0
0

01
10

0
0

10
01

, 

где 









10
01

E , 










i

i
I

0
0

, 










01
10

J , 









0
0
i

i
K .  

Найдём 

EE 



























10
01

10
01

10
012 ; 

E
i

i
i

i
I 










































10
01

10
01

0
0

0
02 ; 

EJ 









































10
01

10
01

01
10

01
102 ; 

E
i

i
i

i
K 








































10
01

10
01

0
0

0
02 . 

Итак, любой элемент тела  ,,T  имеет вид: 
dKcJbIadKcJbIaE  , где Rd,c,b,a  , 

EKJI  222 . 
Для матриц K,J,I,E  составим таблицу умножения: 
 

 E  I  J  K  

E  E  I  J  K  

I  I  E  K  J  

J  J  K  E  I  

K  K  J  I  E  
 
Замечаем, что KJI  , а KIJ  , откуда KJJI  , следова-
тельно, тело  ,,T  не является полем. 
Таким образом, доказана, следующая теорема. 
Теорема. Алгебра  ,K  является телом. 

15 
 

aaLaL  00.30 ; 

    0.40  aaLaLa ; 

aaLa  1.50 , где 1 – единица поля  ; 

    atkatkLatk  ,,.60 ; 

  bkakbakLbak  ,,.70 ; 

  atakatkLatk  ,,.80  
Примеры.  

1.  niRaaaaaaV inn ,1,),,...,,( 21   – арифметическое n мер-

ное векторное пространство, где R  – поле действительных чисел. 

2.  QaaAAL ijnijn  ,)(  – векторное пространство квадратных мат-

риц над полем рациональных чисел. 

Определение. Система векторов saaa ,...,21,  векторного пространства L  
над полем   называется линейно зависимой если существу-
ет система ненулевых элементов sttt ,...,, 21  поля Ρ  для кото-

рых 0...2211  ss atatat . 

Определение. Система векторов saaa ,...,, 21  векторного пространства L  
над полем   называется линейно независимой, если век-
торное равенство 0...2211  ss axaxax  выполня-

ется тогда и только тогда, когда 0...21  sxxx , т.е. 

   0...0... 2121 21  sss xxxaxaxax  
Примеры. 

1.
















 Qdcba

dc
ba

AL ,,,,2  – векторное пространство матриц вто-

рого порядка над полем рациональных чисел. 
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Система векторов–матриц 









05
43

1A , 










01
21

2A , 










02
42

3A  

линейно зависима так как   0120 321  AAA . 

Система векторов–матриц 









00
01

1E , 



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




00
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2E , 









10
00

3E , 











01
00

4E  линейно независима, так как 

 

 0

00
00

0

4321

43

21
44332211






























xxxx

xx
xx

ExExExEx
 

Определение. Вектор Rb называется линейной комбинацией векторов 

Laaa s ,...,, 21  векторного пространства над полем Ρ , если 

в поле   найдется система элементов sk,...,k,k 21  для кото-

рой ss ak...akakb  2211 . 

Теорема. Система векторов sa,...,a,a 21  векторного пространства L  над 
полем   линейно зависима тогда и только тогда, когда хотя 
бы один вектор системы линейно выражается через остальные. 

Свойства. 
1. Если в системе векторов векторного пространства R  над полем   
хотя бы один вектор нулевой, то система линейно зависима. 
2. Система, состоящая из одного вектора, линейно независима тогда и 
только тогда, когда этот вектор не нулевой. 
3.  Если некоторая подсистема системы векторов векторного простран-
ства L  над полем   линейно зависима, то и сама система линейно зависима. 
Следствие. Если некоторая система векторов линейно независимая, то всякая 
ее подсистема линейно независимая. 

4. Если система sa,...,a,a 21 линейно независима, а система 

b,a...,,a,a s21 линейно зависима, то вектор b линейно выражается через 
вектора первой системы. 
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Пусть 


















 biadic

dicbia



, тогда 

02222 



dcba
biadic
dicbia

, следовательно, матрица 









 


 – невырожденная, а значит, является обратимой матрицей, 

 

 
,T

dcba

dcba
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



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тогда TX 













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






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1
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. 

Аналогично, уравнение 













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
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Y , где 


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
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. 

Итак, кольцо  ,,T  является телом. 

Покажем, что тело  ,,T  не является полем. 

Пусть T







 


, тогда  


























































 0

0
0

0
0

0
0

0
di

di
c

c
bi

bi
a

a
biadic
dicbia


  



52 
 












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
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
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
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22
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



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T

























44

44

21212121

21212121







, где 

C 21214   и C 21214  . 
Итак, операции   и   являются алгебраическими на множестве T , а зна-
чит,  ,,T  – алгебра. 

Известно, что множество 
















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


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


2  квадратных 

матриц является некоммутативным кольцом относительно операций сложения 
и умножения матриц, при этом 2MT  . Покажем, что алгебра  ,,T  

является подкольцом кольца  ,,M 2 . Для этого осталось показать, что для 

элементов  ,,T  определена операция вычитания. Действительно, 
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











































55

55

2121

2121

2121

2121

22

22

11

11
















 

где C 215  , C 215  . 

Итак, алгебра  ,,T  является подкольцом кольца  ,,M 2 , а значит, 

 ,,T  является кольцом. 

Покажем, что кольцо  ,,T  является телом. 

Рассмотрим уравнение 

















 11

11







X , где 


















 00

00



. 
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Теорема. Если nm b,...,b,bиa...,,a,a 2121  две системы векторов где 
nm   и первая система линейно выражается через вторую, то 

первая система линейно зависима. 
Следствия. 
1. Если система векторов ma,...,a,a 21  линейно независима и каждый  

вектор системы линейно выражается через вектора системы nb,...,b,b 21 , то 
.nm   

2. Если каждая из двух линейно независимых систем векторов линейно 
выражается через другую, то количество векторов в системах одинаковое. 

 
Определение. Базисом конечной системы векторов называется непустая ли-

нейно независимая ее подсистема, через которую линейно  вы-
ражаются все вектора системы. 

Примеры. 
          354321 430321100010001 V,,a,,,a,,,a,,,a,,,a  . Каждая 

из систем векторов  321 a,a,a ,  354 a,a,a ,  324 a,a,a  является базисом 
данной системы векторов. 
 
Теорема. Любая система векторов, содержащая хотя бы один ненулевой 

вектор обладает базисом. 
Теорема. Любые два базиса системы векторов содержат одинаковое число 

векторов. 
Определение. Рангом конечной системы векторов называется число векторов 

входящих в базис системы. 
 

6. Базис и размерность конечномерного векторного простран-
ства. Подпространства. Линейные многообразия. Изоморфизм 
векторных пространств. 
 
Пусть L  векторное пространство над полем  . 
Определение. Система векторов Le,...,e,e n 21  называется базисом вектор-

ного пространства L  над полем P , если ne,...,e,e 21 линей-
но независимая система через которую линейно выражается 
каждый вектор пространства, т.е. 

nnn ex...exexxx,...,x,xLx  221121  . 
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Примеры. 
1.      100000100001 21 ,...,,,e,...,,...,,,e,,...,,e n   базис арифметиче-

ского векторного пространства nV . 

2. 









00
01

1E , 









00
10

2E , 









01
00

3E , 









10
00

4E  базис вектор-

ного пространства матриц второго порядка на полем действительных чисел 

















 Rd,c,b,a

dc
ba

L2 . 

Теорема. Любые два базиса линейного пространства имеют одинаковое число 
векторов. 

Определение. Пространство L  над полем  называется n мерным 
( nRdim  ), если: 
1) в L  существует по крайней мере одна система из n  ли-

нейно независимых векторов; 
2) любая система из  1n -го вектора является линейно за-

висимой. 
Теорема. Размерность пространства L  над полем   равна n  тогда и только 

тогда, когда оно имеет базис из n  векторов. 
Определение. Непустое подмножество M пространства L  называется под-

пространством пространства L  если оно замкнуто относи-
тельно операций пространства, т.е. 

1) MyxMy,x  ; 

2) MxtMxt   . 
Примеры. 
1. Подмножество состоящее только из одного нулевого вектора данного 
пространства 0  является подпространством. 
2. Само пространство является подпространством самому себе. 
3. Множество решений однородной системы n  линейных уравнений с 
n  неизвестными является подпространством арифметического векторного 
пространства над полем действительных чисел. 

Определение. Множество   MxMuuxH  00 называется ли-

нейным многообразием пространства, при этом M  называ-
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Если bia  , тогда: 
 
 








0
0

b,viu
b,viu

при
при

 , где 

2

22 baau 
 , 

2

22 baav 
 . 

 

5.Тело кватернионов. 

Определение. Кольцо  ,,A  называется телом, если для любых элементов 
Ab,a  , при 0a уравнения bxa   и bay   имеют в 

A  единственное решение. 
Следствие 1. Любое поле является телом. 
Следствие 2. Существуют некоммутативные тела. 
Следствие 3. Коммутативное тело является полем. 
Пусть  ,,C  – поле комплексных чисел. Обозначим через  























 C,T 



= 























Rdcba
biadic
dicbia

,,,   

= 













































0

0
0

0
0

0
0

0
di

di
bi

bi
c

c
a

a
 TC  . 

Для элементов множества K  введём операции   и  , по правилам сложе-
ния и умножения квадратных матриц, т.е. если 

T, 

















 22

22

11

11







, тогда: 

  ,T





















































33

33

2121

2121

2121

2121

22

22

11

11
















 

где C 213  , C 213  . 
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Свойства сопряженных чисел. 

1. RbaC  22 . 

2. RaC  2 . 

3. RaaCa  . 

4.   C, . 

5.   C, . 

6. 






 







 0,C, . 

Все свойства доказываются непосредственно. 

4.Тригонометрическая форма комплексного числа. 

Пусть  Rb,aibaC   , тогда любое число bia   можно 

представить в виде   sinicosr  , где 22 bar  , 
r
acos  , 

r
bsin  , 

a
btg  ,  20  , r  – модуль комплексного числа  , а   

– аргумент комплексного числа  . 
Если  1111  sinicosr  ,  2222  sinicosr  , тогда: 

    21212121   sinicosrr ; 

    2121
2

1

2

1 



 sinicos
r
r

. 

Если   sinicosr  , тогда: 

      nsinincosr nn : 







 





n

ksini
n

kcosrnn 


22
, где 10  n,k . 
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ется направляющим пространством многообразия Н , а 0х – 
вектором сдвига многообразия Н . 

Определение. Линейные пространства  L  и L  над полем   назовем изо-
морфными, если существует взаимно однозначное отображе-

ние LL:
на

 , такое что 

1)      babaLb,a   ; 

2)    atatt,La   . 
Свойства. Пусть LL  . 
1 нулевой вектор пространства L  переходит в нулевой вектор про-
странства L . 
2 вектор противоположный произвольному вектору пространства L  
переходит в вектор пространства L  противоположный его образу. 
3 линейно независимая система векторов пространства L  переходит в 
линейно независимую систему векторов пространства L . 
4. базис пространства L  переходит в базис пространства L . 
Теорема. Любые два пространства над полем   имеющие одинаковую раз-

мерность изоморфны. 
Следствие. Любое n мерное пространство изоморфно арифметическому 

n мерному пространству nV . 
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СИСТЕМА НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ 
 

1.Аксиоматическое определение системы натуральных чисел. 
 
Определение. Системой натуральных чисел называется алгебра  1,,,,N  , 

где  ,  – две бинарные алгебраические операции,  '  
(штрих) – унарная алгебраическая операция, определенные 
на N , 1 – нульарная алгебраическая операция определенная 
на N . Причем имеют место следующие аксиомы Пеано: 

 
aabbaNb,aA
babaNb,aA

aaNaA
aaNaA

babaNb,aA
;aNaА

,











:
:
:
:
:
:

6

5

4

3

2

1

1
1

1

 

7A (аксиома  индукции): Если для  некоторого подмножество  

NM   – имеют место свойства: 
  MaMa,M  211 , тогда NM  . 

Элементы алгебры  1,,,N ,  удовлетворяющие аксиомам 71 AA   называют 
натуральными числами. 
Замечание 1.1.  Операция  ,  – штрих называется операцией следования, 

число а  это число следующее за числом а . Из 1А  вытекает, что натураль-

ное число 1 не следует ни за каким натуральным числам.  Из 2А   вытекает, 
что любое натуральное число следует не более чем за одним натуральным 
числом, если ba  , то число a  предшествующее для b . 7A (аксиома ин-
дукции) является основной для доказательства свойств методом методиче-
ской индукции, остальные аксиомы связывают операции системы между со-
бой. 
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II. Алгебра     Rb,ab,aRb,aibaC 1  является полем 

комплексных чисел, относительно операций   и  , введенных по прави-
лам: 

     db,cad,cb,a  ; 

     cbda,dbcad,cb,a  . 
 

III. Любая пара действительных чисел на координатной плоскости пред-
ставляет собой вполне определенную точку. И любая точка координатной 
плоскости определяет пару действительных чисел, вполне определенную. 
Следовательно, между точками координатной плоскости и парами действи-
тельных чисел существует взаимно-однозначное соответствие. 
Обозначим через 2C  – множество точек координатной плоскости. Для эле-

ментов множества 2C  вводим следующие операции: 

пусть 2CB,A  . Точка    d,cB,b,aA  
 
 cbda,dbcaDBA

db,caCBA



 

Можно доказать, что алгебры  ,,C2  и  ,,C  – изоморфны. 

Следовательно  ,,C2 – поле комплексных чисел. 
IV. Любая точка плоскости однозначно определят вектор с началом в 

начале системы координат (радиус-вектор точки). Известно, что между мно-
жеством точек плоскости и множеством их радиус векторов существует вза-
имно-однозначное соответствие, поэтому между множеством C  и множе-
ством радиус векторов плоскости 3C  можно установить взаимно-
однозначное соответствие по правилу: 

   b,aOAb,aAiba   

Доказав, что алгебры  ,,C2  и  ,,C3  изоморфны, получим, что 

 ,,C3  – поле комплексных чисел. 
 

3.Сопряженные комплексные числа и их свойства. 

Пусть  Rb,aibaC   . Число Cbiabia   назы-
вают числом сопряженным к числу  . 
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Итак, для алгебры  ,,C  выполняются аксиомы 1–4 из определения поля 
комплексных чисел. 

По аксиоме 5 алгебра  ,,C  является минимальной для которой вы-

полняются условия 1, 2, 3, 4, следовательно, CC  . 

Итак, для алгебр  ,,C  и  ,,C  выполняются аксиомы 1–4 из 

определения поля комплексных чисел, кроме этого CC   и CC  , откуда 

следует, что CC  . Тогда для любого Cz  существуют Rb,a   такие, 
что ibaz  . 

 
Достаточность. 

Пусть  ,,C  алгебра, для элементов которой выполняются аксиомы 
1–4 из определения поля комплексных чисел и условие: для любого Cz , 
существуют Rb,a   такие, что ibaz  , т.е. 

 Rb,aibaC  . 

Надо доказать, что для алгебры  ,,C  выполняется аксиома 5. 
Любое поле, с операциями   и  , содержащее элементы Rb,a   и 

элемент содержит и элемент вида: iba  . Следовательно и алгебра 
 ,,C  которая состоит из элементов такого вида iba  содержится в 

названной алгебре, т.е. алгебра  ,,C  является минимальной, т.е выпол-

няется А.5. Итак, алгебра  ,,C  является полем комплексных чисел.  
Теорема 2. Любые два поля комплексных чисел изоморфны, т.е. система ак-

сиом комплексных чисел полная. 
Теорема 3. Существует поле комплексных чисел, т.е. система аксиом ком-

плексных чисел непротиворечивая. 
 
2.Различные модели поля комплексных чисел. 

I. Алгебра  Rb,aibaC   является полем комплексных чисел, 

относительно операций  , : 

        idbcaidciba  ; 

        icbdadbcaidciba  . 
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2.Основные свойства операции сложения натуральных чисел. 
 
Теорема 2.1: Операция  сложения натуральных чисел ассоциативна, т.е. 

   cbacbaNc,b,а     (1) 
Доказательство. Докажем теорему методом математической индукции  по 
числу с , т.е. обозначим  через М  – множество всех натуральных чисел для 
которых равенство (1) имеет место при любых  .Nb,a   Пусть ,1c  тогда: 

     11
353

 babababa
A,A,A

  

Итак,     Mbaba  111 . 
Пусть Мс , тогда по определению множества М для любых Nba ,  
имеет место равенство 
   cbacba        (2) 
Тогда  

    
 

      ,A,A,,A, cbacbacbacbacba 
5525

. 

Итак, равенство    ,, cbacba   верно для любого Мс , следо-

вательно, Мс , . 
Таким образом, М  подмножество множества N , содержащее 1 и для любо-
го элемента множества М , следующий за ним элемент, принадлежит множе-
ству М . Тогда по 7A  множество М  совпадает с множеством N  – систе-
мой натуральных чисел. 
 
Теорема 2.2. Операция сложения натуральных чисел коммутативна, т.е. 

abbaNb,a       (3) 
Доказательство. Для доказательство  предварительно докажем, что верно: 

aaNа  11       (4) 
Обозначим через M  множество всех натуральных чисел для которых (4) 
верно, тогда в силу однозначности результата  операции сложения 

1111  , следовательно, M1 . 
Пусть Ma  покажем, что Ма  . 
Из того, что Ma  следует, aa  11      (5) 
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Тогда  
 
    ааааа

A.TA
 11111111

31253
. 

Итак, аа  11 , следовательно Ма  . 
Таким образом, М  подмножество множества N , содержащее 1 и для любо-
го элемента множества М , следующий за ним элемент, принадлежит множе-
ству М . Тогда по 7A  множество М  совпадает с множеством N  – систе-
мой натуральных чисел. 
Покажем выполнимость (3). 
Обозначим, через M – множество всех натуральных чисел, для которых вер-
но (3) для любого .Na  
Тогда из верности  4 , следует, что .M1  
Пусть теперь ,Mb  тогда abba  .    (6) 

 
 
   

 
 

  abab

ababababbaba
A

TAAA




3

1.2435,
6

,5

1

11
 

Получили, что  равенство abba   выполняется и для элемента b , 
следующего за элементом b . А это значит, что Mb  . 
Таким образом, М  подмножество множества N , содержащее 1 и для любо-
го элемента множества М , следующий за ним элемент, принадлежит множе-
ству М . Тогда по 7A  множество М  совпадает с множеством N  – систе-
мой натуральных чисел. 
 
Замечание. В силу ассоциативности и коммутативности операции сложения 
имеем: 

cbacabcbacbа  ...)()()(  
А это значит, что в любой сумме слагаемые можно складывать произвольным 
образом. 
 

3.Основные свойства операции умножения натуральных чисел. 
 
Теорема 3.1. Операции сложения и умножения натуральных чисел связаны с 

правым дистрибутивным законом: 
  cbcacbaNc,b,a     (1) 
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Действительно: 
        idbcaidciba  ; 

       cbdadbcaidciba  . 
Из того, что Rd,c,b,a  , следует, что 

Rcbda,dbca,db,ca  , а это значит, что для любых эле-

ментов множества C  их сумма и произведение являются элементами множе-

ства C , т.е. множество C  замкнуто относительно операций   и  . 
Из того, что Rb,a  , следует, что     Rb,a  , но тогда 

      Cibaiba  , т.е. для каждого элемента множества 

C  элемент ему противоположный принадлежит C . 
Пусть теперь 0 iba , то элемент 

  i
ba

b
ba

a
iba

iba 









 
2222

1 1
. 

Из того, что Rb,a  , следует, что R
ba

b,
ba

a





 2222 , а это значит, 

что обратный элемент тоже принадлежит C . 

Следовательно,  ,,C  подполе поля  ,,C , а это значит, что  ,,C  

является полем, т.е. для алгебры  ,,C  выполняется аксиома 1 из опреде-
ления поля комплексных чисел. 

Любое действительное число a  можно записать в виде Ciaa  0 , а 

это значит, что CR  , т.е. для алгебры  ,,C  выполняется аксиома 2 из 
определения поля комплексных чисел. 
Для любых Rb,a   имеем, что baba   и baba  , т.е. для ал-

гебры  ,,C  выполняется аксиома 3 из определения поля комплексных 
чисел. 

Элемент Cii  10 , при этом   110 22  ii , т.е. для алгеб-

ры  ,,C  выполняется аксиома 4 из определения поля комплексных чи-
сел. 



46 
 

ПОЛЕ КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ. 
 

1.Аксиоматическое определение поля комплексных чисел. 

В поле действительных чисел уравнение 012 x  не имеет решения. 
Следовательно, возникает вопрос о расширении поля действительных чисел 
так, чтобы это уравнение решалось. Введем понятие поля комплексных чи-
сел. 
Определение. Алгебра  ,,C  называется полем комплексных чисел если: 

1.  ,,C  – поле; 
2. CR  ; 
3.  baba,babaRb,a  ; 

4. 12  iiiCi ; 

5. C  минимальное поле со свойствами 1, 2, 3, 4. 
Теорема 1. Алгебра  ,,C  для которой выполняются условия 1, 2, 3, 4, и 

5 будет полем комплексных чисел тогда и только тогда, когда 
для любого Cz  существуют Rb,a   такие, что 

ibaz  . 
Доказательство. 
Необходимость. 
Пусть  ,,C  – поле комплексных чисел. Докажем, что 

idciba   тогда и только тогда, когда ca   и db  . 
Предположим обратное, что db  . Тогда: 

        Ridbaciacidbidciba  1 , 

т.е. Ri  12 , что противоречит свойствам действительных чисел. Следо-
вательно, предположение db  является неверным, следовательно, db  . 

Из того, что db   и ibciba   следует, что ca  . 

Рассмотрим множество  Rb,aibaC  . 

Очевидно, что CC  . 

Покажем, что CC  . Для этого покажем, что  множество C  замкнуто 
относительно операций поля C . 
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Доказательство. 
Обозначим через M   множество таких Nc  для которых выполнено (1), 
для любых ., Nba   Тогда при .1c  Имеем 

  111
44

 bababa
AA

. Итак, M1 . 

Пусть ,Mc  тогда   cbcacba      (2) 

     
 
   

    cbcabbcaac

bacbcabacbacba
A

ЗA




6

1.126

 

Получили, что   cbcacba  , следовательно Mc  . 
Таким образом, М  подмножество множества N , содержащее 1 и для любо-
го элемента множества М , следующий за ним элемент, принадлежит множе-
ству М . Тогда по 7A  множество М  совпалает с множеством N  – систе-
мой натуральных чисел. 
 
Теорема 3.2. Для натуральных чисел имеет место коммутативный закон 

умножения: 
abbaNb,a     (3) 

Доказательство. 
Предварительно докажем, что  

aaNа  11     (4) 
Обозначим через М  множество таких натуральных чисел для которых вы-
полняется (4). 
При 1а , получим ,1111   тогда М1 . 
Пусть Ма , покажем аа  11 . 
Действительно, 

     
а

aаaааа
AТАMaTА






1
1111111111111

32.261.33

. 

Получили ,11 аа    тогда Ма  . 
Таким образом, М  подмножество множества N , содержащее 1 и для любо-
го элемента множества М , следующий за ним элемент, принадлежит множе-
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ству М . Тогда по 7A  множество М  совпадает с множеством N  – систе-
мой натуральных чисел, а значит, (4) – верно. 
Покажем, что(3) верно. 
Обозначим через M  множество натуральных чисел b , для которых (3) 
верно для любого Nа . Тогда в силу (4) M1 . 
Пусть Mb , тогда 

 
 

  babaabaaababab
A,Mb.TA




1111
64133

 
Получаем baab  , следовательно, Mb  . 
Таким образом, М  подмножество множества N , содержащее 1 и для любо-
го элемента множества М , следующий за ним элемент, принадлежит множе-
ству М . Тогда по 7A  множество М  совпадает с множеством N  – систе-
мой натуральных чисел, а значит, (3) – верно. 
Теорема 3.3. Операция умножения натуральных чисел, ассоциативна, т.е. 

   cbacbaNc,b,a     (5) 
Доказательство. 
Докажем теорему методом математической индукции на число c , для этого 
обозначим через M  множество всех натуральных чисел для которых (5) 
имеет место для любых  .Nb,a   

Пусть 1c , тогда    11
44

 baabba
AA

, а значит, M1 . 

Пусть Mc , т.е. для любых Nba ,  имеет место (5) 

        

       .11

11
61.3,2.3

1,1.33

cbabbcabacba

bacbacbacba
ATT

MMcTA






 

 
Итак,    cbacba  , и значит, Mc  . 
Таким образом, М  подмножество множества N , содержащее 1 и для любо-
го элемента множества М , следующий за ним элемент, принадлежит множе-
ству М . Тогда по 7A  множество М  совпадает с множеством N  – систе-
мой натуральных чисел, а значит, (5) – верно. 
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12) aaRa   (антирефлексивность отношения "" ) 

13)    nabNnaRb,a  0  (архимедовость)  
Аксиома полноты. 
14) Любая фундаментальная последовательность упорядочен-
ного поля ,R  имеет в R  предел. 

 
Из (1–13) следует, что система действительных чисел является непрерывным 
полем. 
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существует такое число  10  a,c , для которого   0cf , откуда полу-

чаем, что aс n   или can  . 
 

3. Аксиоматическое определение поля действительных чисел. 
Определение. Полем действительных чисел называется любое множество 

 ,...c,b,aR  , содержащее, по крайней мере, два различных 
элемента, на котором определены две бинарные операции: 
сложение и умножение, и введено отношение ""  (меньше) 

 bменьшеaba  , причем выполняются следующие акси-
омы: 
Аксиомы поля. 
1)    cbacbaRbc,a   (ассоциативность 
сложения) 
2) abbaRb,a   (коммутативность сложения) 

3)  bcaRcRb,a   (выполняется операция вы-
читания). 
4)    cbacbaRc,b,a   (ассоциативность 
умножения) 
5) abbaRb,a   (коммутативность умножения) 

6)   сbcacbaRc,b,a   (дистрибутивность 
умножения относительно сложения) 
7)  braRra,Rb,a  0  (выполняется деление, 
кроме деления на ноль) 
Аксиомы упорядоченности поля. 
8)  baabbaRb,a   

9)  ca)cbbaRc,b,a(   (транзитивность 
отношения "" ) 
10) )baRc,b,a(  )( cbca   (монотонность 
системы) 
11) )cbaRc,b,a  0 )( bcac   (монотонность 
умножения); 
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4.Понятие упорядоченности натуральных чисел. 
Определение. Отношение  , определенное на множестве A  назовем отно-

шением «строгого» порядка, если оно антирефлексивно, анти-
симметрично, транзитивно. 

На множестве натуральных чисел отношение   – больше: антирефлексивно, 
антисимметрично и транзитивно. 
Действительно, 
– любое натуральное число не больше самого себя (антирефлексивность); 
– из того, что ba   не следует, что ab  , для любых натуральных чисел a  
и b  (антисимметричность); 
– из ba   и cb  , следует, что ca   (транзитивность). 
Следовательно, множество натуральных чисел строго упорядоченно. 
Определение. Отношение  , определенное на множестве A  назовем отно-
шением линейного порядка, если для любых элементов Ab,a  : либо ba , 
либо ab , в этом случае отношение   называют связным. 
Таким образом, множество натуральных чисел линейное строго упорядочен-
ное множество относительно отношения   – больше. 

5.Вычитание и деление на множество натуральных чисел. 

Исходя из свойств системы натуральных чисел, имеем, что  N  – коммута-

тивная полугруппа,  N  – коммутативная полугруппа с сокращением. 
 
Определение. Пусть  G  – коммутативная полугруппа с сокращением. Раз-

ностью элементов a  и b  множества G , назовём элемент 
Gс  который в сумме с элементом b  даёт элемент a , т.е. 

acb  . 
Разность элементов a  и b  обозначается   babac  . Значит, раз-
ность, это решение уравнения axb  . 
Замечание. Если для чисел a  и b  существует разность, то Gcba   
единственна. 
Определение. Если  G  – коммутативная полугруппа с сокращением, то 

элемент Gc  называется частным элементов a  и b  если 

abc  . Обозначается .
b
ac   
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Значит, частное 
b
a

 это решение уравнения axb  . 

Теорема 5.1. Для того, чтобы существовала разность натуральных чисел 
bиa  необходимо и достаточно, чтобы .ba   

Теорема 5.2. Для того, чтобы существовало частное 
b
a

 необходимо, но не 

достаточно, чтобы .ba   
Вычитание и деление натуральных чисел не являются бинарными алгебраи-
ческими операциями на множестве ,N  т.к. разность и частное существуют не 
для любой пары ba,  натуральных чисел. 
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Определение 3. Если поле  ,,A  полное и упорядочено архимедовски, то 
говорят , что оно непрерывное. 

Определение 4. Непрерывное поле, содержащее поле рациональных чисел 
называется полем действительных чисел. 

Теорема 1. Поле  ,,R , содержащее поле рациональных чисел будем назы-
вать полем действительных чисел  тогда и только тогда, когда 
любая фундаментальная последовательность рациональных 
чисел имеет предел в этом поле. 

Теорема 2. Любые два поля действительных чисел изоморфны. 
Теорема 3. Существует поле действительных чисел. 
Доказательство. 
План доказательства. 

1. Обозначим через   Qa,aR in   множество фундаментальных 
последовательностей рациональных чисел. 

2. Для последовательностей из R  вводим понятие отношения   по 
правилу:     0


)ba(limba nnnnn  . 

3. Доказываем, что это отношение является отношением эквивалентно-
сти. Следовательно,   разбивает R  на классы. 

4. Обозначим через R  множество классов эквивалентности, для эле-
ментов которого вводим операции сложения и умножения по правилам: 

     nnnn baKbKaK  ; 

     nnnn baKbKaK   

5. Доказываем, что введённые операции  ,   являются алгебраиче-
скими операциями. 

6. Доказываем, что это R  поле действительных чисел, т.е., что оно 
архимедовски упорядочено и является полным. 

Свойство. Для  любых Nn  и любых Ra , 0a  существует n a . 
Доказательство. 

Рассмотрим многочлен   axxf n  , который, как любой многочлен n -ой 
степени с действительными коэффициентами, является непрерывной, моно-
тонной, возрастающей функцией. При этом   00  af , а 

       01111 1  naaaf . Следовательно, функция  xf  на 

концах отрезка  10 a,  принимает значения противоположного знака, тогда 
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Замечание 1.  Предложение, что «элемент Aa предел последовательности 
 na , записывается: aalim n

n



. 

Замечание 2.  Относительно предела последовательности для элементов рас-
положенного поля имеют место все теоремы, доказываемые  в 
математическом анализе для последовательности действитель-
ных чисел. 

Определение. Последовательность  na  с элементами из расположенного 

поля  ,,А  называется фундаментальной последовательно-
стью, если для любого A , где 0 существует такое 

Nn 0 , что для всех An , 0nn   и Am , 0nm  , 

 mn aa . 
Известно, что если  последовательность имеет предел, то эта последова-

тельность фундаментальная. Так же известно, что существует фундаменталь-
ные последовательности, которые не имеют предела в данном поле. 

Пусть  ,,Q  поле рациональных чисел. Из сказанного выше следует, 
что поле рациональных чисел – расположенное поле. В этом поле фундамен-
тальная последовательность ...,,,, ;;;; 41411414141141  в поле рациональных 
чисел не имеет предела (известно, что предел этой последовательности 

Q2 ). Поэтому возникает необходимость расширить поле Q  рацио-
нальных чисел, так чтобы любая  фундаментальная последовательность раци-
ональных чисел имела предел в расширенном поле. Для этого введём понятие 
поля действительных чисел. 
Пусть  ,,A  – расположенное  поле. 

Определение 1. Расположенное поле  ,,A   является архимедовски упоря-
доченным, если для любых элементов a  и b  принадле-
жащих A , где 0b  существует натуральное число n  
такое что bn . 

Определение 2. Расположенное поле  ,,A  называется полным полем, если  
любая фундаментальная последовательность имеет предел 
в этом поле. 

Поле рациональных чисел не является полным, так как Qlim 2 . 
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КОЛЬЦО ЦЕЛЫХ ЧИСЕЛ. 

1.Аксиоматическое определение кольца целых чисел. 

Определение. Алгебру  N,,,,,Z 10  назовем системой целых чисел, а ее 
элементы целыми числами, если она удовлетворяет аксиомам: 

    cbacbaZc,b,aZ :1  

abbaZb,aZ :2  

.aaZa)ZZ  003:  

0114  aaZaZaZ : . 

   cbacbaZc,b,aZ :5  

 
 







acabacb
cabacba

Zc,b,aZ :6  

 17 ,,,,NZ ,:  – полукольцо натуральных чисел. 

ZNZ :8 . 

 стиминимальноаксиомаZ :9 : любое  множество М  

подмножество множества Z  ( ZМ  ), удовлетво-
ряющее условиям:  MNa  ; 

 MbaMb,ab  , совпадает множества Z  
( ZМ  ) 

Из выполнимости 61 ZZ   следует что  ,Z  кольцо (кольцо целых чисел), 

из выполнимости аксиом 87 ZZ   следует, что N  полукольцо натуральных 

чисел включается в систему целых чисел Z , аксиома 9Z  играет роль аксио-
мы индукции. 
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2.Необходимое и достаточное условие, чтобы кольцо содер-
жащее N , было кольцом целых чисел. 
Теорема. Чтобы кольцо содержащее N  было кольцом целых чисел необхо-

димо и достаточно, чтобы любой элемент кольца был пред-
ставлен в виде разности двух натуральных чисел. 

Теорема 1.1. Любое целое число представимо в виде разности двух натураль-
ных чисел, причем для любых Nn,m,е,k 1111 выполняется 
условие: 

11111111 emnкnmеk   
Доказательство. 

Включим в множество M  только те целые числа которые  представимы 
в виде разности двух натуральных чисел, тогда ZM  (1) 

По аксиоме 3A  для любого натурального числа n  существует следую-

щее за ним число Nn  , такое что 1 nn , откуда по определению раз-
ности получим, что 1 nn , а это значит, что любое натуральное число 
представимо в виде разности целых чисел, так как ZN  , и значит 

MN            (2) 
Выберем два произвольных числа из множества M . Пусть Mb,a  , 

тогда по определению множества M , каждое из этих чисел представимо в 
виде разности двух натуральных чисел, т.е. 

( 11111111 nmb,еkaNn,m,е,k  )

   )( 1111 nmеkba  ) (    1111 emпкba  , где 

    Nem,пк  1111 )   ( Mba  ) 
Таким образом, 
( MbaMb,a  )      (3) 
Из выполнимости условий (1), (2), (3) по аксиоме минимальности 9Z  

следует, что .ZM   
Следовательно, любое целое число представимо в виде разности двух 

натуральных чисел. 
Докажем, что для любых Nn,m,е,k 1111 выполняется условие: 

11111111 emnкnmеk      (4) 
Действительно, 
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Теорема. Если  ,,А  расположенное кольцо, то это кольцо характеристики 
ноль. 
Доказательство. 

Пусть Aa , где 0a  и пусть .Nn  Докажем, что 0an . Для 
доказательства воспользуемся методом математической индукции по числу 
n . 
Рассмотрим возможные случаи. 
I. Число a  – положительное. 

Пусть 2n  тогда aaa 2  – положительное, а значит, 02 a . 
Итак, база индукции доказана. 

Предположим, что 0ak , где Nk  и докажем, что   01  ak . 

Число   aakaakak  11  – положительное, как сумма 

двух положительных чисел, тогда, по доказанному выше,   01  ak , а 

значит,   01  ak . 
Таким образом, из предположения, что 0ak  получили, что 

  01  ak , откуда в силу принципа математической индукции следует, 
что 0an  для любого Nn . 
II. Число a  – отрицательное , тогда  a  – положительное, откуда по дока-

занному в пункте I получим, что   0 an , то есть   0 an , тогда и 
0an . 

 

2. Понятие предела в расположенном поле. 

Пусть  ,,А  – расположенное поле, тогда множество A  –  упорядо-
ченное и пусть “ ” – отношение порядка на множестве A . 
Пусть     nn a,...a,...,a,a 21  – последовательность элементов множества 

A . 
Определение.  Будем   говорить, что элемент Aa  будет пределом последо-

вательности  na  если  для любого A , где 0 суще-

ствует такое Nn 0 , что для всех An , 

0nn   aan . 
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Теорема. Если  ,,А  расположенное кольцо, то любое положительное чис-
ло больше нуля, ноль больше любого отрицательного числа, а 
любое положительное число больше любого отрицательного. 

Доказательство. 
Заметим, что если 0a , тогда a  либо положительное, либо отрицательное, 
при этом, если a  – отрицательное, то  a  – положительное. 
Рассмотрим возможные случаи. 
Если a  – положительное, то   aa 0  – положительное, следовательно, 

0a . 
Если a  – отрицательное, то  a  – положительное, тогда aa 0  – по-
ложительное, откуда следует, что a0 . 
Пусть 0a , а b0 , докажем, что ba  . 

    0000
000
000









baba
bb

aa
 

Теорема. Если  ,,А  расположенное кольцо, то это кольцо без делителей 
нуля. 
Доказательство. 

Докажем, что если 0а  и 0b , тогда 0ba . 
если a и b – положительные, тогда по второму пункту из определения распо-
ложенного кольца, 0a b  , то есть 0ab  . 

1) если a  – положительное, b  отрицательное, тогда  a и  b  – по-
ложительные, откуда по второму пункту из определения расположенного 
кольца,   0 ba , то есть   0 ba , тогда и противоположный эле-
мент 0ba . 

2) если a  – отрицательное, b  положительное, тогда  a  и b  – по-
ложительные, откуда по второму пункту из определения расположенного 
кольца,   0 ba , то есть   0 ba , тогда и противоположный эле-
мент 0ba . 

3) если a  – отрицательное, b  отрицательное, тогда   a  и  b  – 
положительные, откуда по второму пункту из определения расположенного 
кольца,     0 ba , то есть 0ba . 

29 
 

1) из 1111 nmеk         111111 nnmпеk     

     11111111 ennmепеk   1111 emnk  . 

2) 1111 emпk    

          11111111 enemenпk    

 1111 nmek  . 

3.Построение кольца целых чисел. 
Теорема 1.2. Любое целое число либо ноль, либо натуральное число, либо 

число противоположное натуральному. 
Доказательство. 

По теореме 1.1 любое целое число a  представимо в виде mkа  , 
где Nm,k  . 

Известно, что множество натуральных чисел линейно упорядочено, тогда 
для любых Nm,k   верно одно из следующих утверждений: либо mk  , 
либо mk  , либо km  . 

Если mk  , 0 mmmkа . 
Если mk  , либо km   тогда, согласно критерия существования разно-

сти двух натуральных чисел, существуют натуральные числа s  и r  для ко-
торых smk   и rkm  . Откуда smka  , либо 

  rkmmka  . 
Теорема. Кольцо целых чисел является коммутативным кольцом с единицей. 
Доказательство. 

Из выполнимости 61 ZZ   следует что  ,Z  кольцо. 

1. Покажем, что для любых Zb,а   выполняется коммутативный за-
кон: abba  . 

   

   
       
          abeknmenmknm

enemknkmnеmеnkmk
nеnkmеmknеkmеk

nmеkba
nmbNnmZb

еkaNekZa

















1111111111

1111111111111111

11111111111111

1111
1111

1111

,

,
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Таким образом,  ( abbaZb,a  ) 
2. Покажем, что  ,Z  кольцо с единицей. По аксиоме ZNZ :8 , а зна-

чит, Z1 . Докажем, что 11  aa  для любого целого числа a . 
 

  11
1111

1111

111111

111111 







aa
aekekeka
aekekeka

. 

4.Понятие категоричности системы аксиом. План доказатель-
ства. Категоричность системы аксиом целых чисел. 
Определение. Данная аксиоматическая теория является категоричной тогда и 

только тогда, когда любые две модели, удовлетворяющие ак-
сиомам, изоморфны. 

Теорема. Система аксиом целых чисел категорична. 
Доказательство. 

Построим две модели системы аксиом целых чисел и покажем, что они 
изоморфизмы. 
I. План. 

Рассмотрим две модели кольца целых чисел  1111 10 N,,,,,Z   и 

 2222 10 N,,,,Z  . 
Для доказательства изоморфизма надо показать, что существует взаимно-

однозначное отображение 21 ZZ:f
на
  удовлетворяющее условиям: 

1)      1111111 bfafbafZb,a  ; 

2)      1111111 bfafbafZba  ; 

3)   21 00 f ; 

4)   21 11 f . 
II. Реализация плана. 

Пусть   ,,,N 11 1  и  ,,,N 22 1  – подкольца натуральных чисел, со-

ответствующие кольцам 1Z  и .Z2  Причем 1N  и 2N  изомрфны, т.е. суще-

ствует отображение 21: NN
на
  такое, что 

1.      1111111 babaNb,a   ; 

2.      1111111 babaNb,a   ; 
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СИСТЕМА ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫХ ЧИСЕЛ. 

 

1. Расположенные кольца 

Определение. Кольцо  ,,А  называется расположенным кольцом, если для 
элементов множества A  введено понятие быть положитель-
ным (быть больше нулевого элемента – нуля), относительно 
которого выполняются следующие условия: 
1) для любого Аа  имеет место одно из следующих 

утверждений: либо 0а , либо 0a , либо   0 a ; 
2) если элементы а и b положительные, то ba  и 

ba  также положительные. 
Теорема. Если  ,,А  расположенное кольцо, то множество A  упорядочен-
ное. 
Доказательство. 
Действительно, вводим отношение  следующим образом: 
 0 baba . Тогда бинарное отношение  : антирефлексивное, ан-
тисимметричное, транзитивное. 
Действительно, если Aa , то по свойствам кольца 0 aa , а это значит, 
что   a,a , а это значит, что   антирефлексивное отношение. 
Пусть теперь, тогда 0ba , откуда по свойствам элементов кольца 
    0 baab , т.е. если  ba   положительный элемент, то  ab   
– не положительный. Итак, если элементы a  и b  кольца A  связаны отно-
шением  , то элементы b  и a  этим отношением не связаны, откуда следу-
ет, что отношение   – антисимметричное. 
Пусть теперь ba  и cb , докажем, что ca . 

      cacacbbacbba
cbcb
baba













000
0
0

Из того, что бинарное отношение  : антирефлексивное, антисимметричное, 
транзитивное следует по определению, что кольцо A  упорядоченное. 
Обозначим отношение  символом >, то есть baba  . 
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Действительно, пусть 














l
k

n
m

 , тогда по определению отображения 

l
k

n
m
  и 2Q

l
k,

n
m

  откуда, по теореме 1, knlm  , откуда по свой-

ствам целых чисел получим, что knlm  , тогда по теореме 1 
l
k

n
m
  

и 1Q
l
k,

n
m

 . 

Покажем теперь, что для любых 1Q
l
k,

n
m

  выполняются равенства: 





















 

l
k

n
m

l
k

n
m

 ; 





















 

l
k

n
m

l
k

n
m

  

Итак,  

;
l
k

n
m

l
k

n
m

ln
lklm

ln
lklm

ln
lklm

l
k

n
m

















































 




 















































 

l
k

n
m

l
k

n
m

ln
km

ln
km

ln
km

l
k

n
m

 . 
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3.   21 11   

4.     21 11  aa   

Определим отображение 21 ZZ:f   по правилу: 

     11111 ekafZa   ,  

где Ne,k,eka  11111 . 

1) покажем, что отображение 21 ZZ:f   определено коректно (т.е. 

оно не зависит от вида разложения числа ).1а  

Пусть 11111 nmеkа  , где Nn,m,e,k 1111 , тогда 

         11111 nmekaf    

2) покажем, что 21 ZZ:f   взаимно-однозначное отображение: 

Пусть 111 eka   и 111 nmb   два числа из 1Z , где 11111 Nn,m,e,k   и 

пусть    11 bfaf  , докажем, что 11 ba  . 
Из 
   11 bfaf          1111 nmek   
       1111 emnk       1111 emnk     

 1111 emnk   1111 nmek   11 ba   

Пусть целое число 22 Za  , покажем, что существует целое число 11 Za   

такое что   21 aaf  . 

(Из 22 Za  ) ( 222222 ekaNe,k  )    (1) 

(Из 22 Nk  ) (   2111 kkNk   )    (2) 

(Из 22 Ne  ) (   2111 eeNe   )    (3) 

(Из (2) и (3))       11122 afekek   , где 1111 Zeka  . 
3) покажем верность условий 1) – 4) (п.I) 

Пусть 111 Zb,a  , тогда условию существования кольца целых чисел 

111 nma   и 111 lkb  , где 11111 Nl,k,n,m  , тогда  

1)        1111111111 lnkmlknmba  . Найдём 

 11 baf  : 

               1111111111 lnkmlnkmbaf   
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           
   ;11

11111111

bfaf
lkfnmflknm


 

 

2)        11111111111111 knlmlnkmlknmba  . Найдём 

 11 baf  : 

       1111111111 knlmlnkmbaf   

                 11111111 knlmlnkm   

             111111 bfaflknm    

3) пусть 110 Z , тогда его можно представить в виде 1110 aa  , где 

11 Za  . Найдём 

             
              



111111

1111111110
nnmmnm

nmnmnmaaf



 

            2111111111 000000   nnmm ; 

4)пусть 111 Z , тогда 111 N , и значит, для любого 11 Na   имеем, что 

111 1 aa  , но тогда 1111 aa  . Найдём  

           
               
  .

aaaaaa
aaaaaaff

21

111111111

11111111

11
111

11










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Доказательство. 
Пусть  ,,Q1  и  ,,Q2  две модели поля рациональных чисел, докажем, 
что они изоморфны. 

По теореме1 для любого 11 Qq   существуют Zl,k 11  такие что 
1

1
1 l

kq  , 

где 01 l . 

Определим отображение 21 QQ :  по следующему правилу: 

 
1

1
111 l

kqQq   . 

Покажем, что отображение 21 QQ
в
: . 

21 Q
n
m,

l
k

n
mknlmknlm

l
k

n
mQ

n
m







  и

Итак, из того, что 
l
k

n
m
 , следует, что 















l
k

n
m

 , а значит,   отоб-

ражение 1Q  в 2Q . 

Покажем, что отображение 21 QQ
на
:  (сюръекция). 

Пусть 2Q
n
m
 , тогда по теореме1 получим, что 0 n,Zn,m где , отку-

да по аксиоме 10Q : 1QZ   получим, что 01  n,Qn,m где , но тогда по 

аксиоме 8Q  частное чисел 1Q
n
m
 . 

Итак, для любого 2Q
n
m

n
m







  существует прообраз 1Q

n
m
 , а это 

значит, что   отображение 1Q  на 2Q  

Покажем, что отображение 21 QQ
в
:  – инъективное. 

Для этого достаточно показать, что из равенства образов следует равенство 
прообразов. 
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Рассмотрим          Qnmlknlmks . 
Q положительная часть поля рациональных чисел, тогда Q  можно упоря-

дочить. 
II. Упорядоченность единственна. 

Следует показать, что если Q  положительные числа из ,Q  то 


  QQ . 


  QNQ...Q 11111 2 . 

 





  Ql,kQNNkl,Q

l
k

 

          QklQl,kll,k,,,Q 111 00поле  

  





  QQQ

l
kQ

l
kq . 

Следовательно, порядок однозначен. 
III. Порядок Q  есть продолжение порядка в кольце целых чисел. 

  QZ (порядок поля рациональных чисел является продолжением 
порядка ""  в кольце целых чисел ).Z  
IV. Поле Q  архимедовски упорядочено, т.е. 

   21121 qnqNnQqQq,q   . 

a)    2121 10 qqqQq  и  

b) пусть 000 21  n,l,
n
mq,

l
kq  

         
    .qsqnmlks

lmnksNsZlm,nk

21
11 




 

 
3.Полнота системы аксиом поля рациональных чисел. 
 
Теорема 3. Любые два поля рациональных чисел изоморфны, т.е. система 

аксиом рациональных чисел полная (категоричная). 
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ПОЛЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ. 
 

1. Аксиоматическое определение поля рациональных чисел. 

Определение. Алгебру  Z,,,,Q 0  называют системой рациональных чисел, 
а элементы рациональными числами, если имеют место аксио-
мы: 

   cbacbaQc,b,a:Q 1  

cbbaQb,a:Q 2  

0003  aQaQ:Q  

0114  aaQaQa:Q  

   cbacbaQc,b,a:Q 5  

abbaQb,a:Q 6  

  cbcacbaQc,b,a:Q 7  

baxQx,a,Qb,a:Q  08  

 ,,Z:Q9  – кольцо целых чисел 

QZ:Q 10  

:Q11  (аксиома минимальности) любое непустое подмноже-
ство множества Q  содержащее кольцо целых чисел, для эле-
ментов которого выполняется операция деления, кроме деле-
ния на ноль, совпадает с множеством Q , т.е. 





QM

M
a
ba,Mb,a

MZ
QM




















02

1
 если

 

Из аксиом 81 QQ   следует, что  ,Q  поле. 

Из аксиом 41 QQ   следует, что  0,,Q   аддитивная группа рациональных 
чисел. 
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Теорема 1. Всякое рациональное число представимо в виде частного целых 
чисел, т.е. 







   01 l,lk

l
kqZl,kQq где ,   (1) 

причём  00 





  m,l,mlkn

n
m

l
k

.  (2) 

Доказательство. 

1. Пусть 








 0l,Zl,k
l
kqM  множество рациональных чисел, 

удовлетворяющее условию (1) теоремы. 

а)          MZMaZaMaaaZa 














 

1
 

b) пусть M
n
mq,

l
kq  21 , тогда 00  n,l,Zn,m,l,k  и пусть 

01 q . Найдём частное чисел 2q  и 1q : 

        M
kn
lmknlmlknmqq

q
q





  11111
12

1

2 . 

Таким образом, M непустое подмножество множества Q  содержащее коль-
цо целых чисел, для элементов которого выполняется операция деления, кро-
ме деления на ноль, следовательно, M  совпадает с множеством Q . Но тогда 
элементы Q  удовлетворяют условию (1) теоремы. 
Аналогично показывается выполнимость условия (2). 
Доказать самостоятельно.  
Следствие. 

   

























  slkskl

sl
sk

l
ks,Zs,Q

l
kq 0  

Доказать самостоятельно.  
Полученное следствие позволяет считать целое число в знаменателе дроби 
положительным, так как, если знаменатель дроби отрицательное число, то 
умножив числитель и знаменатель на  (–1) получим дробь равную данной с 
положительным знаменателем. 
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2.Упорядоченность поля рациональных чисел. 
Теорема 2. Поле рациональных чисел можно упорядочить, причем един-

ственным образом, этот порядок является архимедовским и явля-
ется продолжением порядка кольца целых чисел. 

Доказательство. 
I. Чтобы упорядочить Q  необходимо показать, что в Q  существует Q , 

такое что 








 Nl,kQ
l
kqQ . 

1) 
          

    22 lnmnlk

nllmnlnkmlkn
n
m

l
kq









 

 

Из последнего равенства следует, что произведения lk   и nm   одного зна-
ка. 

2) рациональное число  Zk,l,l
l
kq  0  должно удовлетворять одному 

из трех условий: 
1. 0q , если 0k ; 

2. Qq , если Nlk  ; 

3  Qq , если   Nlk  ; 

3)      QqqQqqQq,q 212121 и  

   

ln
mlkn

n
m

l
kqq

Nn,m,l,kQ
n
mq,

l
kqQq,q










  

21

2121

 

Рассмотрим        22 lmnnkllnmlknd  , тогда Nd  , а значит, 
 Qqq 21 . 

   

nl
mk

n
m

l
kqq

Nn,m,l,kQ
n
mq,

l
kqQq,q












  

21

2121

 


