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ВВЕДЕНИЕ 
 
Теоретическая механика –  это наука, в которой изучаются 

общие законы механического движения и механического взаимо-
действия материальных тел. 

Механическим движением называется изменение с течением 
времени взаимного положения материальных тел в пространстве. 

Механическим взаимодействием называется такое взаимодей-
ствие материальных тел, которое изменяет или стремится 
изменить характер их механического движения. 

В теоретической механике при рассмотрении того или иного яв-
ления в нем выделяют главное, определяющее, а от остального аб-
страгируются. В результате вместо реального явления или объекта 
рассматривают некоторую его модель, вводя такие понятия как: 

материальная точка – материальная тело, размеры которого в 
рассматриваемых конкретных условиях можно не учитывать; 

абсолютное твердая тело –  тело, расстояние, между 
любыми точками которого остаются неизменными; 

сплошная изменяемая среда –  пренебрегают молекуляр-
ной структурой среды. 

По характеру рассматриваемых задач теоретическую меха-
нику принято разделять на статику, кинематику и динамику. В 
статике излагается учение о силах и об условиях равновесия 
материальных тел под действием сил. В кинематике рассмат-
риваются движение тел с геометрической стороны, без учета 
сил, вызывающих это движение. В динамике изучается 
движение материальных тел под действием сил. 

Теоретическая механика является базой для многих общепро-
фессиональных дисциплин: сопротивление материалов, теория ме-
ханизмов и машин, гидравлика и др.  
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Раздел I. КИНЕМАТИКА 
 

1.1. Основные понятия кинематики 
Кинематикой называется раздел механики, в котором изучают-

ся геометрические свойства движения тел без учета их инертности 
(массы) и действующих на них сил. 

Для определения положения движущегося тела (или 
точки) в разные моменты времени с телом, по отношению  
к которому изучается движение, жестко связывают систему 
координат, образующую вместе с этим телом систему отсче-
та. В дальнейшем будем говорить о движении тела (или точки) по 
отношению к данной системе отсчета, подразумевая под этим 
движение по отношению к тому телу, с которым эта система от-
счета связана. 

Движение тел совершается в пространстве с течением 
времени. Время является скалярной, непрерывно изменяю-
щейся величиной. В задачах кинематики время t прини-
мают за независимое переменное (аргумент). Все другие пере-
менные величины (расстояния, скорости и т. д.) рассматривается 
как изменяющиеся с течением времени, т. е. как функций време-
ни t. 

Для решения задач кинематики надо, чтобы изучаемое движе-
ние было как-то задано (описано). Задать движение или закон 
движения тела (точки) – значит задать положение этого тела 
(точки) относительно данной системы отсчета в любой момент 
времени. 

Основная задача кинематики точки и твердого тела состоит в 
том, чтобы, зная закон движения точки (тела), установить 
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методы определения всех кинематических величин, характери-
зующих данное движение. 

Непрерывная линия, которую описывает движущаяся точка 
относительно данной системы отсчета, называется траекторией 
точки. Если траекторией является прямая, движение точки назы-
вается прямолинейным, а если кривая –  криволинейным. 

Кинематика точки 
Существует три способа задания движения точки:  
– векторный; 
– координатный;  
– естественный. 

Векторный способ задания движения точки 
Положение точки в пространстве однозначно определя-

ется заданием радиуса-вектора 𝑟̅𝑟 , проведенного из некоторого 
неподвижного центра О в данную точку М. 

Для определения движения точки должна быть задана век-
тор-функция r аргумента t: 

𝑟̅𝑟 =  𝑟̅𝑟(𝑡𝑡) 
Данное равенство определяет закон движения точки в век-

торной форме. Геометрическое место концов вектора 𝑟̅𝑟 
определяет траекторию движения движущейся точки. 

Скорость – это векторная величина, характеризующая быстроту 
и направление движения точки в данной системе отсчета. 

 

 
Рис. 1.1. Скорость точки 
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Вектор средней скорости определяется как: 
𝑉𝑉ср���� =  ∆𝑟̅𝑟

∆𝑡𝑡
     (1.1) 

где ∆ 𝑟̅𝑟 –  приращение радиуса-вектора за промежуток време-
ни Δt 

𝑉𝑉�  =  lim
∆𝑡𝑡→0

𝑉𝑉ср  =  lim
∆𝑡𝑡→0

∆𝑟̅𝑟
∆𝑡𝑡

 =  
𝑑𝑑𝑟̅𝑟
𝑑𝑑𝑡𝑡

 

Вектор скорости точки в данный момент времени 
равен первой производной от радиуса-вектора точки по времени 
и направлен по касательной к траектории в сторону движения. 

Ускорение точки характеризует быстроту изменения модуля 
и направления скорости точки. 

 

 
Рис. 1.2. Ускорение точки 

 

а� =  lim
∆𝑡𝑡→0

аср  =  lim
∆𝑡𝑡→0

∆𝑉𝑉�
∆𝑡𝑡

 =  
𝑑𝑑𝑉𝑉�
𝑑𝑑𝑡𝑡

 =  
𝑑𝑑2𝑟̅𝑟
𝑑𝑑2𝑡𝑡

 

 
Вектор ускорения точки равен первой производной от скоро-

сти или второй производной от радиуса-вектора точки по времени. 
Вектор ускорения точки расположен в соприкасающейся плоско-
сти и направлен в сторону вогнутости кривой (АВ). 

Координатный способ задания движения точки 
Положение точки М в системе отсчета Oxyz опре-

деляется тремя декартовыми координатами: 
x = f1(t), y = f2(t), z = f3(t) 
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Эти уравнения называются уравнениями движения точ-
ки в декартовых координатах. 

Движение точки М в одной плоскости определяется двумя 
уравнениями движения: 

 x = f1(t), y = f2(t) 
Записав радиус-вектор через декартовые координаты: 

𝑟̅𝑟 =  x𝚤𝚤+̅y𝚥𝚥 ̅+z𝑘𝑘� . 
Найдем скорость и ускорение точки М: 
 

 
Рис. 1.3. Координатный способ 

 

𝑉𝑉�  =  𝑑𝑑𝑟̅𝑟
𝑑𝑑𝑡𝑡

 =  𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑡𝑡
𝚤𝚤+̅𝑑𝑑𝑦𝑦

𝑑𝑑𝑡𝑡
𝚥𝚥+̅𝑑𝑑𝑧𝑧

𝑑𝑑𝑡𝑡
𝑘𝑘�  =  𝑉𝑉𝑥𝑥𝚤𝚤̅+ 𝑉𝑉𝑦𝑦𝚥𝚥̅+ 𝑉𝑉𝑧𝑧𝑘𝑘� 

|𝑉𝑉� | =  �𝑉𝑉𝑥𝑥2 + 𝑉𝑉𝑦𝑦2 + 𝑉𝑉𝑧𝑧2 

𝑎𝑎� =  𝑑𝑑
2𝑟̅𝑟

𝑑𝑑2𝑡𝑡
 =  𝑑𝑑

2𝑥𝑥
𝑑𝑑2𝑡𝑡

𝚤𝚤+̅𝑑𝑑
2𝑦𝑦
𝑑𝑑2𝑡𝑡

𝚥𝚥+̅𝑑𝑑
2𝑧𝑧

𝑑𝑑2𝑡𝑡
𝑘𝑘�  =  𝑎𝑎𝑥𝑥𝚤𝚤̅+ 𝑎𝑎𝑦𝑦𝚥𝚥̅+ 𝑎𝑎𝑧𝑧𝑘𝑘� 

|𝑎𝑎�| =  �𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑦𝑦2 + 𝑎𝑎𝑧𝑧2 

Естественный способ задания движения точки 
Данный способ задания движения точки применяется, если из-

вестны: – траектория точки (AB), 
– начало (т. О) и направление отсчета дуговой координаты s 

(+ –), – уравнение движения s = f(t). 
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Естественными координатными осями (рис. 1.4.) называются 
три взаимно перпендикулярные оси; касательная, направленная 
в сторону возрастания дуговой координаты, главная нормаль, 
направленная в сторону вогнутости кривой, и бинормаль, 
направленная по отношению к касательной и главной нормали 
по правилу буравчика. Единичные векторы-орты этих 
осей обозначаются соответственно 𝜏̅𝜏, 𝑛𝑛,�  𝑏𝑏�. 

 

 
Рис. 1.4. Естественный способ 

 
Вектор скорости точки М:  

𝑉𝑉�  =  𝑑𝑑𝑟̅𝑟 / dt , полагая 𝑟̅𝑟 =  𝑟̅𝑟(s) . 

𝑉𝑉�  =  𝑑𝑑𝑟̅𝑟
𝑑𝑑𝑆𝑆

·𝑑𝑑𝑆𝑆
𝑑𝑑𝑡𝑡

, так как 𝑑𝑑𝑟̅𝑟
𝑑𝑑𝑆𝑆

 =  lim
∆𝑆𝑆→0

∆𝑟𝑟
∆𝑆𝑆

 и lim
∆𝑆𝑆→0

�∆𝑟𝑟
∆𝑆𝑆
�  =  1 

𝑉𝑉�  =  𝜏𝜏
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

 

Числовое значение скорости (алгебраическое) V  = ds / dt. 
Если V  = 0 точка движется в сторону увеличения S и 

направление 𝑉𝑉 � совпадает с направлением орта 𝜏̅𝜏.  
Если V < 0 то в этот момент функция S убывает и 

направление скорости 𝑉𝑉 �  противоположно направлению орта 𝜏̅𝜏.  
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Вектор ускорения точки М: 

𝑎𝑎� =  𝑑𝑑𝑉𝑉
�

𝑑𝑑𝑑𝑑
 =  𝑑𝑑𝜏𝜏�

𝑑𝑑𝑑𝑑
· 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

+𝜏𝜏 𝑑𝑑
2𝑆𝑆

𝑑𝑑2𝑡𝑡
 =  �𝑑𝑑𝜏𝜏�

𝑑𝑑𝑑𝑑
· 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
� 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

+𝜏𝜏 𝑑𝑑
2𝑆𝑆
𝑑𝑑2𝑡𝑡

, так как 
𝑑𝑑𝜏𝜏�
𝑑𝑑𝑆𝑆

 =  𝑛𝑛�·1
𝜌𝜌
 

𝑎𝑎� =  𝑛𝑛� 𝑉𝑉
2

𝜌𝜌
+ 𝜏𝜏 𝑑𝑑

2𝑆𝑆
𝑑𝑑2𝑡𝑡

 =   𝑎𝑎�𝑛𝑛+𝑎𝑎�𝜏𝜏 

a  =  �𝑎𝑎𝜏𝜏2 + 𝑎𝑎𝑛𝑛2  

где аn  =  𝑉𝑉
2

𝜌𝜌
 – нормальное ускорение точки 

аτ =  𝑑𝑑
2𝑆𝑆

𝑑𝑑2𝑡𝑡
 =  𝑑𝑑𝑉𝑉

�
𝑑𝑑𝑡𝑡

 – касательное ускорение точки, 

а – модуль ускорения точки М. 
Если 𝑉𝑉�  и 𝑎𝑎𝜏𝜏��� имеют одинаковые знаки, то точка движется 

ускоренно. Если имеют различные знаки, то и направления 𝑉𝑉�  и 
𝑎𝑎𝜏𝜏��� противоположны, т. е. точка движется замедленно. 

Классификация движения точки 
1. 𝑎𝑎𝑛𝑛��� =  0 𝑎𝑎𝜏𝜏��� =  0 точка движется равномерно-прямолинейно. 
2. 𝑎𝑎𝑛𝑛��� ≠0 𝑎𝑎𝜏𝜏��� =  0 точка движется равномерно-криволинейно. 
3. 𝑎𝑎𝑛𝑛��� =  0 𝑎𝑎𝜏𝜏��� ≠  0 точка движется по прямой неравномерно. 
4. 𝑎𝑎𝑛𝑛��� ≠  0 𝑎𝑎𝜏𝜏��� ≠  0 точка движется неравномерно-криволинейно. 
Если 𝑎𝑎𝜏𝜏��� =  const, движение является равнопеременным. 

Закон этого движения, считая, что при t  =  0, S  =  S0, V  =  V0. 

V = V0+aτt, S = S0+V0t+
𝑎𝑎𝜏𝜏𝑡𝑡2

2
 

Различают пять видов движения твердого тела:  
1) поступательное; 
2) вращательное; 
3) плоское или плоскопараллельное;  
4) сферическое; 
5) общий случай движения твердого тела. 
Поступательное и вращательное движения являются про-

стейшими движениями твердого тела. 
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1.2. Поступательное движение 
Поступательным движением твердого тела называется такое 

движение, при котором любая прямая, проведенная в теле, остается 
во все время движения тела параллельной своему начальному поло-
жению. 

Теорема: при поступательном движении все точки тела опи-
сывают одинаковые траектории и имеют в каждый момент вре-
мени одинаковые по модулю и направлению скорости и ускорения. 

Поступательное движение твердого тела вполне определяется 
движением какой-нибудь одной его точки. Изучение поступательно-
го движения тела сводится к задаче кинематики точки. 

 
 

1.3. Вращательное движение твердого тела  
вокруг оси 

Вращательным движением твердого тела вокруг не-
подвижной оси называется такое его движение, при кото-
ром все точки, принадлежащие некоторой прямой, неизменно 
связанной с телом, остаются неподвижными. Эта прямая называет-
ся осью вращения тела. 

 
Рис. 1.5. Вращательное движение твёрдого тела вокруг оси 
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Угол φ отсчитываемый от неподвижной полуплоскости Р 
к подвижной полуплоскости Q, называется углом поворота тела. 

Угол φ считается положительным, если он отложен от непо-
движной плоскости в направлении против хода часовой стрелки. 

Угол поворота в радианах соответствующий N оборотам 
φ = 2·π·n 

При вращении тела угол поворота φ меняется в зави-
симости от времени, т. е. является функцией времени t: 

φ = f(t) 
Это уравнение вращательного движения твердого тела. 
Угловая скорость тела –  величина, характеризующая быст-

роту изменения угла поворота φ с течением времени: 
ω =  𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
 =  𝜑̇𝜑 

Если ω > 0 , то угол поворота увеличивается, т. е. 
вращение тела происходит в положительном направлении отсче-
та угла поворота. 

Если ω < 0 , то φ уменьшается, т. е. тело вращается в обратную 
сторону. 

Угловое ускорение тела –  числовая величина, характеризу-
ющая быстроту изменения угловой скорости с течением времени 

ε =  𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

 =  𝑑𝑑
2𝜑𝜑
𝑑𝑑2𝑡𝑡

 =  𝜑̈𝜑 

Если ε >0 – тело вращается ускоренно. 
Если ε <0 вращение происходит замедленно. 
Равномерное вращение тела –  вращение тела с по-

стоянной угловой скоростью ω = dφ/ dt  =  const , принимая при 
t  =  0, φ  = φ0 , получаем уравнение равномерного вращения тела: 

φ =  φ0 +  ωt 
Частота вращения – число оборотов, совершаемых вращаю-

щимся телом за единицу времени, обозначается n (об/мин). 
ω  =  2𝜋𝜋𝜋𝜋

60
 =  𝜋𝜋𝜋𝜋

30 
Равнопеременное вращением тела –  вращение с посто-
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янным угловым ускорением. Интегрируя ε = dω/ dt  = const , 
где при t = 0, φ = φ0, ω = ω0, получаем уравнения равноперемен-
ного вращения тела: 

ω = ω 0 +  εt, φ =  φ0 +  ω0t+ ε2t/2 
Изобразим траекторию произвольной точки М тела. Поло-

жение точки М определяется дуговой координатой s  = s(t)  = Rω . 
Тогда скорость точки М: 

V =  𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

 =  𝑅𝑅 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

 =  R·ω 

 

  
Рис. 1.6. Вращательное движение точки вокруг центра окружности 

 
Касательная и нормальная составляющие ускорения: 

aτ =  𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑡𝑡

 =  R𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

 =  R·ε, an =  𝑉𝑉
2

𝑅𝑅
 =  𝑅𝑅

2𝜔𝜔2

𝑅𝑅
 =  R·ω2 

Полное ускорение точки М: 
a =  �𝑎𝑎𝜏𝜏2 + 𝑎𝑎𝑛𝑛2  =  R·√𝑅𝑅2 + 𝜔𝜔4 

Направление ускорения точки: tgμ = aτ/ an = Rε / Rω2 = ε/ω2  
Угол μ, составленный ускорением точки вращающегося 

тела с отрезком, соединяющим точку с центром окружности, не 
зависит от положения точки в теле. 
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Рис. 1.7. Вращение тела 

 
Вектора угловой скорости 𝜔𝜔� и углового ускорения ε показы-

вают: вокруг какой оси вращается твердое тело и в какую сто-
рону оно вращается.  

Векторные выражения для 𝑉𝑉� и 𝑎𝑎�: 
𝑉𝑉�  =  𝜔𝜔� · 𝑟̅𝑟, 𝑉𝑉�  ⊥ плоскости О1ОМ 

a =  𝑑𝑑𝑉𝑉
�
𝑑𝑑𝑡𝑡

 =  𝑑𝑑(𝜔𝜔� · 𝑟̅𝑟)
𝑑𝑑𝑑𝑑

 =  ε·𝑟̅𝑟 + 𝜔𝜔� · 𝑉𝑉�  =  𝑎𝑎𝑛𝑛���+𝑎𝑎𝜏𝜏���, т. е. 

an =  𝜔𝜔� · 𝑉𝑉�  =  𝜔𝜔� · (𝜔𝜔� · 𝑟̅𝑟) 
 
 

1.4. Плоскопараллельное движение  
твердого тела 

Плоскопараллельным (или плоским) называется такое дви-
жение твердого тела, при котором все его точки переме-
щаются параллельно некоторой фиксированной плоскости П. 
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а б 

Рис. 1.8. Плоскопараллельное движение твёрдого тела:  
а – тело с плоскопараллельным движением,  

б – графическое изображение плоскопараллельного движения 
 
Рассмотрим сечение S тела какой-нибудь плоскостью 

Оху, паральной плоскости П. Для изучения движения всего 
тела достаточно изучить, как движется в плоскости Оху сечение S 
этого тела. Положение сечения S в плоскости Оху определяется 
положением какой-нибудь проведенной в этой фигуре отрезка 
АВ. В свою очередь положение отрезка АВ можно определить, 
зная координаты xA, yA и φ. Точку А, выбранную для определе-
ния положения фигуры S, будем называть полюсом. 

Тогда уравнения движения плоской фигуры в ее плоскости: 
xA  = f1(t), yA = f2(t), φ  = f3 (t) 

Они же являются уравнениями плоскопараллельного дви-
жения твердого тела. 

При φ  =  const движение поступательное. 
При xA  =  const, yA  =  const движение вращательное вокруг 

полюса А. 
Движение плоской фигуры может рассматриваться как сумма по-

ступательного движения и вращательного движения вокруг полюса. 
Теорема о скоростях точек плоской фигуры: скорость любой 

точки плоской фигуры равна геометрической сумме скорости полюса 
и скорости этой точки в ее вращении вместе с плоской. 

 𝑉𝑉�B  =  𝑉𝑉�A + 𝑉𝑉�AB или, 𝑉𝑉�B  =  𝑉𝑉�A +𝜔𝜔�·𝑟𝑟�𝐴𝐴𝐴𝐴  
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где 𝑉𝑉�A – скорость полюса (считается известной), 

𝑉𝑉�AB – вращательная скорость точки В вокруг полюса А, 
ω– угловая скорость тела, 
 𝑟𝑟�𝐴𝐴𝐴𝐴  – радиус-вектор. 
В аналитической форме скорость точки В: 

𝑉𝑉�Bx  =  𝑉𝑉�Ax + 𝑉𝑉�ABx, 𝑉𝑉�By  =  𝑉𝑉�Ay + 𝑉𝑉�ABy →VB =  �𝑉𝑉𝐵𝐵𝐵𝐵2 + 𝑉𝑉𝐵𝐵𝐵𝐵2  

фигурой вокруг полюса 
 

 

Рис. 1.9. Теорема о скоростях точек плоской фигуры 

 
Следствие теоремы: проекции скоростей двух точек плоской 

фигуры на ось, проходящую через эти точки, равны друг другу.  

 
Рис. 1.10. Следствие теоремы о скоростях плоской фигуры 
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VА · cosα  =  VB · cosβ  
Теорема о существовании мгновенного центра скоро-

стей: В каждый момент времени существует точка, неизмен-
но связанная с плоской фигурой, скорость которой в этот 
момент равна нулю. Эту точку называют мгновенным 
центром скоростей (МЦС). 

 

 
Рис. 1.11. Теорема о существовании мгновенного центра скоростей 
 
Пусть известны VА и ω в некоторый момент времени. Точку А 

примем за полюс. Восстановим в точке А перпендикуляр к 
направлению скорости VА. Найдем на перпендикуляре такую 
точку Р, вращательная скорость которой равна по модулю 
скорости полюса, т. е. VАР =  VА. 

Тогда 𝑉𝑉�АР  =  –𝑉𝑉�А и 𝑉𝑉�Р =  𝑉𝑉��А+𝑉𝑉�АР = 0, следовательно, 
точка Р в рассматриваемы момент времени является мгно-
венным центром скоростей. 

VАР  =  ω·AP  =  VА   AP  =  VА /ω 
Способы нахождения МЦС: 
Известны скорости VА и VВ, причем они не параллельны. 
Мгновенный цент скоростей определяется VВ как точка 
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пересечения перпендикуляров к этим скоростям. Через МЦС 
проходит мгновенная ось вращения тела. 

 

 
Рис. 1.12. МЦС с мгновенной осью 

 

𝜔𝜔 =  
𝑉𝑉𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴

 =  
𝑉𝑉𝐵𝐵
𝐵𝐵𝐵𝐵

 

2. Известны скорости VА и VB , причем они параллельны. 

 
Рис. 1.13. Тело движется поступательно 

 
𝜔𝜔 =  𝑉𝑉𝐴𝐴

𝐴𝐴𝐴𝐴
 =  𝑉𝑉А

∞
 =  0 

3. Движение плоской фигуры, при котором она катится без 
скольжения по некоторой неподвижной линии. В этом слу-
чае МЦС находится в точке соприкасания с линией.  
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Если скорость точки С колеса известна, то можно найти ско-
рость любой токи колеса используя МЦС. 

Угловая скорость колеса:  

𝜔𝜔 =  
𝑉𝑉С
𝑃𝑃С

 =  
𝑉𝑉С
𝑅𝑅

 

 
Тогда, например, в точке А: 

VА  =  ω ·AP  =  𝑉𝑉С
𝑅𝑅

·AP 

 

 
Рис. 1.14. МЦС с качением без скольжения 

 
Теорема об ускорениях точек плоской фигуры: ускорение 

любой точки плоской фигуры равно геометрической сумме 
ускорения полюса и ускорения этой точки в ее вращении вместе 
с плоской фигурой вокруг полюса. 

Пусть известны ускорение полюса 𝑎𝑎�А и величины угловой 
скорости ω и углового ускорения ε в данный момент времени. 
Тогда ускорение любой точки В плоской фигуры определяется 
как: 

𝑎𝑎�В =  𝑎𝑎�А +𝑎𝑎�АВ или 𝑎𝑎�В =  𝑎𝑎�А𝜏𝜏+𝑎𝑎�А𝑛𝑛+𝑎𝑎�А𝐵𝐵𝜏𝜏 +𝑎𝑎�А𝐵𝐵𝑛𝑛  
где 𝑎𝑎�А𝜏𝜏 , 𝑎𝑎�А𝑛𝑛 – касательное и нормальное ускорение полюса А; 
𝑎𝑎�А𝐵𝐵𝜏𝜏  =  ε·АВ, 𝑎𝑎�А𝐵𝐵𝑛𝑛  =  ω2·АВ – касательное и нормальное 

ускорение точки В во вращении вокруг полюса А. 
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Рис. 1.15. Теорема об ускорениях точек плоской фигуры 

 
В аналитической форме в проекциях на оси: 

𝑎𝑎�В𝑥𝑥  =  𝑎𝑎�А𝑥𝑥𝜏𝜏 +𝑎𝑎�А𝑥𝑥𝑛𝑛 +𝑎𝑎�А𝐵𝐵𝐵𝐵𝜏𝜏 +𝑎𝑎А𝐵𝐵𝐵𝐵𝑛𝑛 , 

𝑎𝑎�В𝑦𝑦 =  𝑎𝑎�А𝑦𝑦𝜏𝜏 +𝑎𝑎�А𝑦𝑦𝑛𝑛 +𝑎𝑎�А𝐵𝐵𝐵𝐵𝜏𝜏 +𝑎𝑎�А𝐵𝐵𝐵𝐵𝑛𝑛  → аB =  �𝑎𝑎𝐵𝐵𝐵𝐵2 + 𝑎𝑎𝐵𝐵𝐵𝐵2  

 
 

1.5. Сложное движение точки 
В ряде случаев при решении задач механики оказывается целесо-

образным разложить сложное движение точки или тела на более про-
стые путем введения дополнительной (подвижной) системы отсчета. 

Сложное движение точки (тела) –  это такое движение, при 
котором точка одновременно участвует в двух или нескольких 
движениях. 

 
Рис. 1.16. Сложное движение точки 
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Движение, совершаемое телом В относительно грузовика 
А, т. е. по отношению к подвижной системе отсчета (к осям 
Оxyz) называется относительным движением. Скорость и 
ускорение тела В относительно грузовика А обозначаются 
𝑉𝑉�от, 𝑉𝑉�r (relative – относительный) и 𝑎𝑎�от, 𝑎𝑎�r 

Движение грузовика А (Оxyz) по отношению Земле (не-
подвижной системе О1 x1 y1 z1 ) является для тела В переносным 
движением. Скорость тела В называется переносной скоростью 
𝑉𝑉�пер, 𝑉𝑉�e (emporter –  увлекать), ускорение этой точки перенос-
ным ускорением 𝑎𝑎�пер , 𝑎𝑎�e .  

Движение, совершаемое телом В по отношению к непо-
движной системе отсчета О1 x1 y1 z1 называется абсолютным или 
сложным. Скорость – абсолютной скоростью 𝑉𝑉�абс или 𝑉𝑉�, ускоре-
ние – абсолютным ускорением 𝑎𝑎�абс или 𝑎𝑎�. 

 
Теорема: При сложном движении точки абсолютная 

скорость равна сумме ее относительной и переносной скоростей. 
𝑉𝑉�  =  𝑉𝑉�𝑟𝑟 + 𝑉𝑉�𝑒𝑒 

Теорема Кориолиса: При непоступательном перенос-
ном движении абсолютное ускорение точки находится 
как сумма трех ускорений: относительного, переносного и 
ускорения Кориолиса. 

𝑎𝑎� =  𝑎𝑎�𝑟𝑟 + 𝑎𝑎�𝑒𝑒 + 𝑎𝑎𝑐𝑐 
где 𝑎𝑎�𝑐𝑐  =  2(𝜔𝜔𝑒𝑒 · 𝑉𝑉�𝑟𝑟) – ускорение Кориолиса и ее модуль 

𝑎𝑎�𝑐𝑐  =  2𝜔𝜔𝑒𝑒 · 𝑉𝑉�𝑟𝑟 · sin (𝜔𝜔𝑒𝑒 ,𝑉𝑉�𝑟𝑟) 
Кориолисово ускорение характеризует: 
1) изменение модуля и направления переносной скоро-

сти 𝑉𝑉�𝑒𝑒 точки вследствие вращательного движения 𝜔𝜔𝑒𝑒; 
2) изменение направления относительной скорости 𝑉𝑉�𝑟𝑟 точки 

вследствие вращательного переносного движения 𝜔𝜔𝑒𝑒. 
Правило Жуковского: чтобы найти направление Кориолисо-

ва ускорения, следует спроецировать относительную ско-
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рость точки на плоскость, перпендикулярную оси переносно-
го вращения, и повернуть эту проекцию в той же плоскости на 
900 в сторону переносного вращения. 

 

 
Рис. 1.17. Ускорение Кориолиса 

 
Ускорение Кориолиса 𝑎𝑎𝑐𝑐 =  0 в трех случаях: 
1. если 𝜔𝜔𝑒𝑒  =   0, т. е. в случае поступательного переносного 

движения, 2. если 𝑉𝑉�𝑟𝑟  =   0, т. е. в случае относительного покоя 
точки, 

3. если sin (𝜔𝜔𝑒𝑒 ,𝑉𝑉�𝑟𝑟) =  0, т. е. когда 𝜔𝜔𝑒𝑒║𝑉𝑉�𝑟𝑟 
 

Примеры решения задач по темам раздела I «Кинематика»  
Кинематика точки Траектория и уравнения движения точки 

Пример 1. По заданным уравнениям движения точки М:  

x = 2t (см), y = 4t2 –  2 (см)   (1) 
установить вид ее траектории и для момента времени t = 1 (с) 

найти положение токи на траектории, ее скорость, полное, каса-
тельное и нормальное ускорения, а также радиус кривизны траек-
тории. 

Решение.  
1 .  Чтобы получить уравнения траектории в координатной 

форме, исключим время t из уравнений (1). Получаем 
y = x2− 2 , траекторией точки является парабола (рис. 1.18). 
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Рис. 1.18. Траектория движения точки 

 
2. Подставляя в уравнения (1) t =  1 с, получим коорди-

наты точки x, y в данный момент времени: x  = 2 см, y  = 2 см 
3. Вектор скорости и ускорения точки:  
𝑉𝑉�  =  𝑉𝑉𝑥𝑥𝚤𝚤̅+ 𝑉𝑉𝑦𝑦𝚥𝚥,̅ 𝑎𝑎� =  𝑎𝑎𝑥𝑥𝚤𝚤̅+ 𝑎𝑎𝑦𝑦𝚥𝚥 ̅
Из уравнений (1) найдем проекции скорости и ускорения точки 

на оси координат: 
𝑉𝑉𝑥𝑥  =  𝑥̇𝑥 =  2 см/с, 𝑉𝑉𝑦𝑦 =  𝑦𝑦 =  8𝑡𝑡 см/с̇  
𝑎𝑎𝑥𝑥  =  𝑥̈𝑥 =  0 см/с2, 𝑎𝑎𝑦𝑦 =  𝑦̈𝑦 =  8 см/с2. 
4. Модуль скорости и ускорения точки: 

𝑉𝑉 =  �𝑉𝑉𝑥𝑥2 + 𝑉𝑉𝑦𝑦2 

V│t = 1 c =  √22 + 82 =  √68 =  8,25 м/с 

𝑎𝑎 =  �𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑦𝑦2 , a│t = 1 c = 8 см/с2 

5. Касательное ускорение точки: 

aτ =  𝑑𝑑𝑉𝑉
𝑑𝑑𝑡𝑡

 =  
𝑑𝑑�𝑉𝑉𝑥𝑥2+𝑉𝑉𝑦𝑦2

𝑑𝑑𝑑𝑑
 =  𝑉𝑉𝑥𝑥𝑎𝑎𝑥𝑥+𝑉𝑉𝑦𝑦𝑎𝑎𝑦𝑦

𝑉𝑉
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aτ│t = 1 c  =  64
√68

 =  7,76 м/с2 

Положительное значение касательного ускорения означает, 
что движение точки ускоренное, направления a

τ и V совпадают. 

6. Нормальное ускорение точки можно вычислить из формулы:  
a =  �𝑎𝑎𝜏𝜏2 + 𝑎𝑎𝑛𝑛2  

Тогда an =  �𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎𝜏𝜏2,  an │t = 1 c  =  �82 − 642

68
 =  1,06 см/с2 

7. Радиус кривизны траектории находится из формулы: 
an = V2/ρ  

ρ  =  𝑉𝑉
2

𝑎𝑎𝑛𝑛
 =  68

1.06
 =  64,15 см, в момент времени t = 1 с. 

Для самостоятельного решения необходимые данные 
приведены в таблице (см. Приложение Б). 

 
Вращательное движение твердого тела 

Пример 2. Вращение маховика в период пуска определяется 
уравнением φ = 1/t3 , где t – в с, φ – в рад. Определить модуль и 
направление ускорения точки, отстоящей от оси вращения на рассто-
янии 50 см, в тот момент, когда ее скорость равна 8 м/с (рис. 1.19). 

 
Рис. 1.19. Вращательное движение маховика 
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Решение.  
1. По уравнению вращения маховика находим его угловые ско-

рость и ускорение: 
ω  =  𝜑̇𝜑 =  t 2 , ε =  𝜑̈𝜑 =  2t 
2. Находим момент времени t, когда скорость точки М равна 8 

м/с: 
V = ω·R; ω  =  V / R  =  8 / 0,5  =  16 с-1 → t 2  =  16 , t = 4 с. 
3. Вычислим модули нормального, касательного и полного 

ускорении точки М в этот момент времени: 
ε = 2 · 4  =  8 рад/с2; 𝑎𝑎𝜏𝜏 =  ε·R  =  8· 0.5  =  4 м/с2; 
𝑎𝑎𝑛𝑛 =  ω2·R  = 162 ·0,5  = 128 м/с2; a  =  �𝑎𝑎𝜏𝜏2 + 𝑎𝑎𝑛𝑛2  =  128,06 

м/с2. 
4. Направление ускорения точки определяется углом β:  
𝑎𝑎𝜏𝜏 =  𝑎𝑎𝑛𝑛·tgβ . tgβ = ε/ω2 = 8/162 = 1/32; β =  arctg(1/32)  =  1,8о 

 
Пример 3. Определить скорость, ускорение точки В и груза G 

при t = 1 c, если скорость в точке А ведущего колеса 1: 
VA =  3t2 - t см/с. Радиусы колес: R1 = 5 см, r1 = 4 см, R2 =  10 
см, r2 = 6 см (рис. 1.20). 

 
Рис. 1.20. Определение скорости и ускорения 
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Решение 
1. Угловая скорость и угловое ускорение колеса 1: 

𝜔𝜔1 =  𝑉𝑉𝐴𝐴
𝑅𝑅1

 =  (3𝑡𝑡2 − 𝑡𝑡)/𝑅𝑅1, 𝜀𝜀1 =  𝑎𝑎𝐴𝐴
𝜏𝜏

𝑅𝑅1
 =  𝑉̇𝑉𝐴𝐴

𝑅𝑅1
 =  (6𝑡𝑡 − 1)/𝑅𝑅1 

2. Скорость любой точки ремня: 
VM = ω·r =  ω2 ·R2 

Тогда угловая скорость и угловое ускорение колеса 2: 
ω2 =  ω·r/R2, ε2 =  ε1· r/R2 

3. Найдем скорость, ускорение точки В и груза G: 
𝑉𝑉𝐵𝐵 =  𝑉𝑉𝐺𝐺  =  𝜔𝜔2 · 𝑟𝑟2 =  (𝜔𝜔1 · 𝑟𝑟1) · 𝑟𝑟2/𝑅𝑅2 =  (3𝑡𝑡2-t)·𝑟𝑟1 · 𝑟𝑟2/(𝑅𝑅1 · 𝑅𝑅2) 

│t = 1 c =  (3 − 1) · 4 · 6/(5 · 10) 
𝑎𝑎𝐵𝐵𝜏𝜏  =  𝑎𝑎𝐺𝐺  =  𝜀𝜀2 · 𝑟𝑟2 =  (𝜀𝜀1 · 𝑟𝑟1) · 𝑟𝑟2/𝑅𝑅2 =  (6t-1)·𝑟𝑟1 · 𝑟𝑟2/(𝑅𝑅1 · 𝑅𝑅2) 

│t = 1 c =  (6 − 1) · 4 · 6/(5 · 10) 

𝑎𝑎𝐵𝐵𝑛𝑛 =  𝑉𝑉𝐵𝐵
2

𝑟𝑟2 
 =  0,962

6
 =  0,1536 см/с2. 

aB =  �(𝑎𝑎𝐵𝐵𝜏𝜏 )2 + (𝑎𝑎𝐵𝐵𝑛𝑛)2 =  2,4049 
 

Плоскопараллельное движение 
Пример 4. Колесо радиусом R = 1м катится без скольжения 

по прямому рельсу. Скорость и ускорение центра колеса в 
рассматриваемый момент времени равны соответственно 
VC  =  2м/с, aC  =  4 м/с2. Определить скорость и ускорение 
точек А, В, D и Е колеса, расположенных на концах вза-
имно перпендикулярных диаметров (рис. 1.21, а). 

 

 
Рис. 1.21. Плоскопараллельное движение 
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Решение.  
1. Точка А (рис. 1 . 21 , б) является мгновенным центром 

скоростей (МЦС), т.к. колесо катится без скольжения, поэтому 
скорость точки касания А колеса с рельсом равна нулю: 
VA =  0 . Примем эту точку за полюс, тогда скорости всех точек 
колеса определяются как вращательные скорости вокруг МЦС. 
ω =  𝑉𝑉𝐶𝐶

𝐴𝐴𝐴𝐴
 =  𝑉𝑉𝐷𝐷

𝐴𝐴𝐴𝐴
 или ω =  𝑉𝑉𝐶𝐶

𝑅𝑅
 =  𝑉𝑉𝐷𝐷

2𝑅𝑅
→𝑉𝑉𝐷𝐷 =  2𝑉𝑉𝐶𝐶  =  4 м/с ω = 2 с-1 

VB = ω·AB =  𝑉𝑉𝐶𝐶
𝑅𝑅

· 𝑅𝑅√2 =  VC√2  =  2√2 м/с, VB =  VА =  2√2 м/с 
2. Согласно теореме об ускорениях точек плоской фигуры 

ускорение любой точки плоской фигуры, например точки В 
(рис. 1.21, в), определяется как 

𝑎𝑎�В =  𝑎𝑎�C+𝑎𝑎�CВ =  𝑎𝑎�C+𝑎𝑎�τCВ+𝑎𝑎�n
CВ 

По условию aC  =  4 м/с2 –  ускорение полюса С. 
Найдем угловое ускорение колеса: ε = aС /АC  = aС /R  = 4 с-2.  

Касательное и нормальное ускорение т. B во вращении вокруг полюса 
C: 
𝑎𝑎�τCВ = ε·СВ =  𝑎𝑎𝐶𝐶

𝑅𝑅

 
·R =  𝑎𝑎𝐶𝐶  =  4 м/с2; 𝑎𝑎�τCВ =  𝑎𝑎�τCD =  𝑎𝑎�τCE =  𝑎𝑎�τCA 

𝑎𝑎�n
CВ = ω2·СВ =  (𝑉𝑉𝐶𝐶

𝑅𝑅
)2·R =  𝑉𝑉𝑐𝑐

2

𝑅𝑅
 =  4 м/с2; 

𝑎𝑎�τCВ =  𝑎𝑎�τCD =  𝑎𝑎�τCE =  𝑎𝑎�τCA 
3. Ускорение каждой точки определяется диагональю 

прямоугольника, сторонами которого являются сумма двух век-
торов 𝑎𝑎�C+𝑎𝑎�CВ, оказавшихся на одной прямой, и третьи вектор 𝑎𝑎�τCВ, 
перпендикулярный им: 

aB =  �𝑎𝑎𝐵𝐵𝐵𝐵2 + 𝑎𝑎𝐵𝐵𝐵𝐵2  =  �(𝑎𝑎𝐶𝐶 + 𝑎𝑎𝐶𝐶𝐶𝐶𝑛𝑛 )2 + (𝑎𝑎𝐶𝐶𝐶𝐶𝜏𝜏 )2 =  √80 м/с2 

Ускорения остальных точек находим аналогично. 
 
Пример 5. Кривошип ОА = 3 см, вращающийся вокруг оси О, 

приводит в движение шатун АВ = 4 см. В положении, изображенном 
на рис. 1.22, a, кривошип имеет угловую скорость ωОА  = 2с-1 и угло-
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вое ускорение εОА  = 5с2. Найти угловую скорость и угловое ускоре-
ние шатуна АВ, а также скорость и ускорение ползуна В (рис. 1.22). 

 

 
Рис. 1.22. Вращение вокруг оси 

 
Решение 
1. Находим ωАВ и VB. 
Скорость точки А: VA =  ωOA·OA =  6см/с ( VA направлен в 

сторону ωАВ). Стержень АВ совершает плоское движение. Нахо-
дим положение мгновенного центра скоростей Р (МЦС) проведя 
перпендикуляры к скоростям в точках А и В. Тогда угловая ско-
рость стержня АВ: 

ω =  𝑉𝑉𝐵𝐵
𝐵𝐵𝐵𝐵

 =  𝑉𝑉𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴

 =  6
8

 =  3
4
 c-1                        (1) 

Скорость точки В из соотношения (1): 

VB =  𝑉𝑉𝐴𝐴
𝐴𝐴𝐴𝐴

· 𝐵𝐵𝐵𝐵 =  6
8

· 8·√3
2

 =  3√3 см/с 

Скорость VB можно определить иначе, спроецировав векторы 
скоростей 𝑉𝑉�А и 𝑉𝑉�𝐵𝐵 на ось AB: 𝑉𝑉�𝐵𝐵 =  𝑉𝑉𝐴𝐴·cos 30o = 3√3 см/с 

2. Находим aB (рис. 1.22, б). 

Ускорение точки В определяется как 𝑎𝑎�В =  𝑎𝑎�A+𝑎𝑎�AВ или распи-
сывая: 

𝑎𝑎�В =  𝑎𝑎�τА+𝑎𝑎�n
А+𝑎𝑎�τАВ+𝑎𝑎�n

АВ                                (2) 
Касательное и нормальное ускорение точки А (полюса) 

находим из начальных данных:  
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aА  = εOA·OA = 5·3 = 15см/с2, aA = ωOA ·OA =  22 ·3 = 12см/с2. 
Нормальное ускорение точки В во вращений вокруг полюса А: 

an
АВ =  ω2·AВ =  (3

4
)2·4 =  9

4
 см/с2 

Касательное ускорение 𝑎𝑎�τАВ точки В во вращений вокруг 
полюса А определим из соотношения (2) предварительно спроеци-
ровав его на ось x: 

0  =  − 𝑎𝑎�τА sin30о-𝑎𝑎�n
А cos30о+τАВ, 

𝑎𝑎�τАВ =  𝑎𝑎�τА·sin30o+𝑎𝑎�n
А cos30о = 15·1

2
+12·√3

2
 =  17,89 см/с2 

Угловое ускорение εА В  стержня АВ найдем из соотношения: 
𝑎𝑎�τАВ =  εАВ ·AB 

εАВ =  а�АВ
𝜏𝜏

АВ
 =  17,89

4
 =  4,47 с-2 

Ускорение ползунка В найдем спроецировав соотношения (2) 
на ось у: 

-aB = aτ
А· cos30о–𝑎𝑎�n

А sin 30о+𝑎𝑎�n
АВ, 

aB = –15·√3
2

+12·1
2

 – 9
4

 =  -9,24 см/с2 

 
Пример 6. Кривошип ОА кривошипного механизма вращается 

вокруг оси О с угловой скоростью ωОА  = 10рад/с. Принимая OA  = 1м 
и AB = 2м, определить угловую скорость шатуна АВ и скорость пол-
зунка В механизма в трех случаях, когда φ = 0,30,90о (рис. 1.23, а). 

Решение.  

 
Рис. 1.23. Кривошипный механизм 
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1. Скорость пальца А: VA = ОА·ωOA = 10 м/с. 
2. Проводим перпендикуляры к скоростям в точках А и В. 

Точка пересечения этих перпендикуляров определяет положение 
МЦС Р шатуна АВ. 

ОN  = OAcos3 0 =  √3/2, ВN  =  √АВ2 − 𝐴𝐴𝐴𝐴2 =  �4 − 0,25, 
ОВ  = ОN + NB = 2,8 м 

ОР  = ОB/cos3 0 = 2·2.8/√3 =  3,2 м, → АP = OР–OA = 2,2 м. 
РВ = ОB·tg30  = 1,6 м 

3. Угловая скорость шатуна АВ: ωАВ = VA/ АР  = 4.5 рад/с. Тогда 
скорость ползуна В: VA  = ωА ·PB = 4,5·1,6 = 7,2 м/с. 

4. При φ = 0 МЦС шатуна совпадает с точкой В (VB  = 0) и ско-
рости всех точек шатуна являются вращательными вокруг точки В 
(рис. 1.23, в). Угловая скорость шатуна ωАВ = VA/ АB  = 5 рад/с/ 

5. При φ = 90o скорость пальца кривошипа А и ползунка В па-
раллельны, поэтому МЦС шатуна АВ находится в бесконечности 
(рис. 1.23, г). В этот момент все точки шатуна АВ имеют одинако-
вые скорости, равные 𝑉𝑉�𝐴𝐴, ωАВ = 0. 

 
Сложное движение точки 

Пример 7. Точка М движется с относительной скоростью 
Vr  = t 2 - t м/с по хорде диска, вращающегося вокруг оси О, пер-
пендикулярной плоскости диска, с угловой скоростью ωe =  0,5t2 

c-1. Определить абсолютное ускорение точки М при t = 2 с, если 
расстояние ОМ = 1 м (рис. 1.24, а). 

 
Рис. 1.24. Сложное движение точки 
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Решение.  
1. Абсолютное ускорение определяется по формуле: 

𝑎𝑎� =  𝑎𝑎�𝑟𝑟+𝑎𝑎�𝑒𝑒+𝑎𝑎�𝑐𝑐 
2. Заморозим вращение диска (переносное движение точки). 

Точка М движется относительно диска прямолинейно, тогда отно-
сительное ее ускорение: 

𝑎𝑎𝑟𝑟  =  𝑉̇𝑉𝑟𝑟  =  2t-1│t = 1c =  3 м/с2 
3. Заморозим движение точки по хорде (относительное 

движение точки), тогда точка будет совершать только пе-
реносное движение. Переносное движение будет вращатель-
ным вокруг центра О, т. е. переносное ускорение будет иметь 
две составляющие: 

𝑎𝑎�𝑒𝑒 =  𝑎𝑎�𝑒𝑒𝜏𝜏+𝑎𝑎�𝑒𝑒𝑛𝑛 
4. Переносное касательное ускорение 
 𝑎𝑎�𝑒𝑒𝜏𝜏 =  𝜀𝜀е·ОМ =  𝜔̇𝜔е·ОМ = t·1│t = 2с = 2 м/с2 
5. Переносное нормальное ускорение 
 𝑎𝑎�𝑒𝑒𝑛𝑛 =  𝜔𝜔𝑒𝑒2·ОМ =  0,25 · 𝑡𝑡4·1│t = 2с = 4 м/с2 
6. Направление ускорения Кориолиса 𝑎𝑎�𝑐𝑐 определяется по пра-

вилу Жуковского, поворотом вектора относительной скоро-
сти 𝑉𝑉�𝑟𝑟 в сторону переносного вращения на 90o и обозначением 
как 𝑎𝑎�𝑐𝑐 (рис. 1.25, б). Модуль 𝑎𝑎�𝑐𝑐: 

ac  = 2ωe Vr sin α = 2 · (0,5t 2 ) · (t 2  - t) · sin 90o│t = 2с = 8 м/с2, 
где α – угол между векторами 𝜔𝜔�e и 𝑉𝑉�r. Вектор угловой скорости 𝜔𝜔�e 
направлен на нас (по правилу буравчика), т.к. диск враща-
ется против хода часовой стрелки. 

7. Проецируя все составляющие абсолютного ускорения 
на оси х и у, получаем: 

𝑎𝑎𝑥𝑥  =  -𝑎𝑎𝑒𝑒𝜏𝜏+𝑎𝑎𝑟𝑟  =  − 2 + 3 =  1 м/с2; 
𝑎𝑎𝑦𝑦  =  𝑎𝑎𝑐𝑐-𝑎𝑎𝑒𝑒𝑛𝑛 =  8 − 4 =  4 м/с2. 

7 .  Абсолютное ускорение точки М при t = 2 с:  

а  =  �𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑦𝑦2  =  √17 м/с2. 
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Пример 8. Точка М, находящаяся в начальный мо-
мент в вершине кругового конуса, движется равномерно по об-
разующей конуса к основанию с относительной скоростью 
Vr = 24 см/с. Конус вращается вокруг своей оси согласно 
уравнению φ = 0,125t 2  (рис. 1.25, а). Определить абсолютные 
скорость и ускорение точки в конце 4-й секунды, если α = 30o. 

 

 
Рис. 1.25. Вращение вокруг конуса 

 
Решение.  
1 .  Движение точки М относительно конуса вдоль его обра-

зующей является относительным, а движение точки М вместе с 
конусом, вращающимся вокруг оси ОА – переносным. 

2. Найдем положение точки М в конце 4-й секунды: 
OM = Vr t  =  24 · 4  =  96 см; MК  =  ОМ  

  sin α =  96 · 0,5  = 48 см. 
2. Определим алгебраические величины переносной 

угловой скорости и переносного углового ускорения при t = 4c: 
ωе =  𝜑̇𝜑 =  0,25· 4  = 1 рад/с > 0; εе  =  𝜑̈𝜑 =  0,25 рад/с2 > 0 

Знаки ωе и εе совпадают, следовательно, конус вращается 
ускоренно. Векторы 𝜔𝜔�е и 𝜀𝜀̅е направлены по оси вращения конуса 
вверх. 

3. Определяем абсолютную скорость точки М. 
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Абсолютная скорость точки М определяется как векторная 
сумма двух скоростей: 𝑉𝑉�  =  𝑉𝑉�𝑒𝑒+𝑉𝑉�𝑟𝑟. 

Переносная скорость 𝑉𝑉�𝑒𝑒 направлена по касательной к окружно-
сти радиуса МК, а ее модуль Ve  = ωe·MK  = 1·48 = 48см/с. Относи-
тельная скорость 𝑉𝑉�𝑟𝑟. направлена вдоль образующей конуса, а ее мо-
дуль Vr  = 24 см/с. Так как составляющие скорости взаимно перпен-
дикулярны, то (рис. 1.25, б) 

V =  �𝑉𝑉𝑒𝑒2 + 𝑉𝑉𝑟𝑟2 =  √482 + 242 =  53,64 м/с 
4.  Определяем абсолютное ускорение точки М. Аб-

солютное ускорение точки М при вращательном переносном дви-
жении: 

𝑎𝑎� =  𝑎𝑎�𝑒𝑒𝜏𝜏+𝑎𝑎�𝑒𝑒𝑛𝑛+𝑎𝑎�𝑟𝑟𝜏𝜏+𝑎𝑎�𝑟𝑟𝑛𝑛+𝑎𝑎�𝑐𝑐 
5. Определим составляющие абсолютного ускорения точки 

М (рис. 1.25, в). 
Переносное касательное ускорение: 𝑎𝑎�𝑒𝑒𝜏𝜏 направлено по касатель-

ной к окружности радиусом МК в соответствии с направлением уг-
лового ускорения, а его модуль 𝑎𝑎𝑒𝑒𝜏𝜏 =  MK·εe = 48·0,25 = 12 см/с2. 

Переносное нормальное ускорение 𝑎𝑎�𝑒𝑒𝑛𝑛 направлено к центру К 
окружности радиусом МК, а его модуль:  

𝑎𝑎 𝑒𝑒
𝑛𝑛 =  МК · ωe  = 48 ·1  = 48 см/с2. 

Так как относительное движение точки прямолинейное и рав-
номерное, то 

𝑎𝑎𝑟𝑟𝑛𝑛 =  𝑉𝑉𝑟𝑟2/ρ =  𝑉𝑉𝑟𝑟2/∞ =  0 и 𝑎𝑎𝑟𝑟𝜏𝜏 =  𝑉̇𝑉𝑟𝑟  =  0 
6. Направление Кориолисова ускорения 𝑎𝑎�𝑐𝑐 определяется по 

правилу Жуковского; оно совпадает с направлением 𝑎𝑎�𝑒𝑒𝜏𝜏, а его модуль: 
ac  = 2ωe Vr sin α = 2·1·24·0,5 = 24 м/с2 

7. Проецируя все составляющие абсолютного ускорения 
на оси х и у, получаем: 

𝑎𝑎𝑥𝑥  =  𝑎𝑎𝑒𝑒𝜏𝜏+𝑎𝑎с =  12 + 14 =  36 см/с2; 
𝑎𝑎𝑦𝑦  =  𝑎𝑎𝑒𝑒𝑛𝑛  =  48 м/с2. 

а  =  �𝑎𝑎𝑥𝑥2 + 𝑎𝑎𝑦𝑦2  =  √362 + 482 =  60 см/с2.  
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Раздел II. ДИНАМИКА 
 

2.1. Законы динамики 
 
Динамикой называется раздел механики, в котором изуча-

ется движение материальных тел под действием сил. 
В основе динамики лежат законы, впервые сформулированные 

Ньютоном. Закон инерции (первый закон). Материальная точка 
сохраняет состояние покоя или равномерного прямолинейного 
движения до тех пор, пока какая-нибудь сила не выведет ее из 
этого состояния. 

Если 𝐹𝐹�  =  0, то 𝑉𝑉� =  const 
Закон пропорциональности силы и ускорения (второй за-

кон –  основной закон динамики). Ускорение материальной точ-
ки пропорционально приложенной к ней силе и имеет одинаковое с 
ней направление (рис. 2.1), т. е. 

M · a =  𝐹𝐹�  

 
Рис. 2.1. Ускорение материальной точки 

где m –  коэффициент пропорциональности, характеризует 
инертные свойства материальной точки и называется массой 
точки. 

Закон равенства действия и противодействия (третий за-
кон). Всякому действию соответствует равное и противопо-
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ложно направленное противодействие, т. е. 
𝐹𝐹�1 =  –𝐹𝐹�2 

Закон независимости действия сил (четвертый закон). Ускоре-
ние, полученное точкой под действием системы сил, равно век-
торной сумме ускорений от действия отдельных сил, т. е. 

m·𝑎𝑎� =  ∑𝐹𝐹�𝑘𝑘 
 
 

2.2. Дифференциальные уравнения  
движения точки 

Дифференциальные уравнения движения материальной точки в 
декартовых координатах: 

m·𝑥̈𝑥 =  ∑𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘  =  𝐹𝐹𝑥𝑥, m·𝑦̈𝑦 =  ∑𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝐹𝐹𝑦𝑦, m·𝑧̈𝑧 =  ∑𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝐹𝐹𝑧𝑧 
В проекциях на естественные оси –  касательную, глав-

ную нормаль и бинормаль, получаем дифференциальные 
уравнения движения точки в проекциях на оси естественного 
трехгранника: 

md2 s dt2  = Fτ, mV2 ρ = Fn , 0  = Fb 
где V  =  |𝑉𝑉𝜏𝜏|, 𝑉𝑉𝜏𝜏 =  ds/ dt , s – дуговая координата, ρ– радиус 
кривизны траектории. 

Задачи динамики 
1) Зная закон движения точки массой m определить дей-

ствующую на нее силу (первая задача динамики). 
2) Зная силы, действующие на материальную точку, ее мас-

су m, а также начальные условия движения, определить закон 
движения точки (вторая задача динамики). 

 
 

2.3. Движение тела по заданной траектории 
Пусть точка М массой m движется по закону: 

x  = a cos kt , y  =  bsin kt . 
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Требуется определить равнодействующую приложенных к 
точке сил (1-я задача динамики). 

Решение. Исключая время t из уравнений движения, нахо-
дим уравнение траектории точки: coskt  = x/a, sin kt  = y/b, так как 

cos2 kt + sin2 kt  = 1, тогда 
x2/a2+ y2/b2 = 1 

Траекторией является эллипс с полуосями a и b (рис. 2.2).  

 
Рис. 2.2. Траектория точки 

 
Определим проекции ускорения точки на оси координат: 

𝑥̇𝑥 =  − 𝑎𝑎 · 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑥̈𝑥 =  − 𝑎𝑎 · 𝑘𝑘2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 =  − 𝑘𝑘2𝑥𝑥 
𝑦̇𝑦 =  − 𝑏𝑏 · 𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘, 𝑥̈𝑥 =  − 𝑏𝑏 · 𝑘𝑘2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 =  − 𝑘𝑘2𝑦𝑦 

Находим проекции равнодействующей силы: 
𝐹𝐹𝑥𝑥  =  𝑚𝑚 · 𝑥̈𝑥 =  −  𝑚𝑚𝑚𝑚̈ 2𝑥𝑥, 
𝐹𝐹𝑦𝑦  =  𝑚𝑚 · 𝑦̈𝑦 =  −  𝑚𝑚𝑚𝑚̈ 2𝑦𝑦 

Определяем модуль и направление силы: 

F =  �𝐹𝐹𝑥𝑥2 + 𝐹𝐹𝑦𝑦2 =  m·k2�𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2 =   m·k2·r,  

cos(𝐹𝐹�, 𝑖𝑖) =  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 =  𝐹𝐹𝑥𝑥
𝐹𝐹

 =  − 𝑥𝑥
𝑟𝑟
, cos(𝐹𝐹�, 𝑗𝑗) =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 =  𝐹𝐹𝑦𝑦

𝐹𝐹
 =  − 𝑦𝑦

𝑟𝑟
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2.4. Движение тела, прошенного под углом  
к горизонту, без учета сопротивления воздуха 

Определим движение тела М, брошенного под углом αк гори-
зонту с начальной скоростью V0, пренебрегая сопротивлением воз-
духа и принимая тело за материальную точку (2-я задача динами-
ки) (рис. 2.3). 

Совместим начало координат О с точкой вылета тела. 
Начальные условия движения: при t  = 0 :  

x0  = 0, y0  = 0; 𝑥̇𝑥0 =  𝑉𝑉0𝑥𝑥  =  𝑉𝑉0 · 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐; 𝑥̇𝑥0 =  𝑉𝑉0𝑦𝑦 =  𝑉𝑉0 · 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (1) 

 
Рис. 2.3. Движение тела под углом к горизонту 

 
Дифференциальные уравнения движения точки в декартовых 

координатах: 

�
𝑚𝑚𝑥̈𝑥 =  ∑𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 =  0

𝑚𝑚𝑦̈𝑦 =  ∑𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 =  −𝑚𝑚𝑚𝑚  
⇒ � 𝑥̈𝑥 =  0

𝑦̈𝑦 =  − 𝑔𝑔      (1) 

Интегрируя дважды по t, получаем: 

� 𝑥̇𝑥 =  𝐶𝐶1
𝑦̇𝑦 =  − 𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝐶𝐶3  

⇒ �
𝑥𝑥 =  𝐶𝐶1𝑡𝑡 + 𝐶𝐶2

𝑦𝑦 =  − 𝑔𝑔𝑡𝑡2

2
+ 𝐶𝐶3𝑡𝑡 + 𝐶𝐶4

   (2) 

Определим постоянные интегрирования C1, C2, C3, C4 по 
начальным условиям. Подставив (1) в (2), получаем: 

𝑥̇𝑥0 =  C1, x0 = C1·0+C2, 𝑦̇𝑦0 =  -g·0+C3; y0 = -g·02/2+ C3·0+C4 
Откуда C = V0 cosα, C2  = 0, C3  = V0 sinα, C4  = 0. 
Закон изменения скорости и движения тела с учетом найден-

ных констант: 

� 𝑥̇𝑥 =  𝑉𝑉0𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐
𝑦̇𝑦 =  − 𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑉𝑉0𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠  

⇒ �
𝑥𝑥 =  𝑉𝑉0𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑦𝑦 =  −
𝑔𝑔𝑡𝑡2

2
+ 𝑉𝑉0𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡
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Исключив время t из закона движения, получим уравнение тра-
ектории тела: 

y = x·tgα – 𝑔𝑔𝑥𝑥2

2·𝑉𝑉02𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝛼𝛼
 

Скорость тела в любой точке траектории: 

V =  �𝑉𝑉𝑥𝑥2 + 𝑉𝑉𝑦𝑦2 =  �(𝑉𝑉0 · 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)2 + (−𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑉𝑉0𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠)2 

Определим дальность и продолжительность полета тела. В 
точке падения тела y  = 0. Продолжительность полета определим из 
уравнения (2) при y  = 0: 

𝑦𝑦 =  − 𝑔𝑔𝑡𝑡2

2
+ 𝑉𝑉0𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 =  0

 
⇒ 𝑡𝑡 · ( =  − 𝑔𝑔𝑔𝑔

2
+ 𝑉𝑉0𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠) =  0 

откуда находим t1 = 0 и t2 = 2·V0·sinα/g – время в момент вы-
лета и падения соответственно. Дальность полета определим под-
ставив t2 в x  =  V0 t cosα : 

L =  𝑉𝑉0𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐·2·V0·sinα/g =  𝑉𝑉02·sin2α/g 
Наибольшую высоту подъема тела определим из условия, что в 

наивысшей точке вертикальная скорость равна нулю: 
𝑦̇𝑦 =  − 𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑉𝑉0𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 =  0, откуда t =  V0·sinα/g 

Подставляя найденное t в закон движения тела по оси y (2), полу-
чаем набольшую высоту подъема тела: H  = y =  𝑉𝑉02·sinα/(2g). 

 
 

2.5. Общие теоремы динамики  
материальной точки 

2.5.1. Теорема об изменении количества движения точки 
Полным импульсом силы 𝐹𝐹� действующей на материаль-

ную точку в течение времени t, называется вектор: 

𝑆𝑆̅ =  �𝐹𝐹�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

0
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Проекции полного импульса силы 𝐹𝐹� на оси декартовых коор-
динат: 

𝑆𝑆𝑥𝑥  =  ∫ 𝐹𝐹𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡
0 , 𝑆𝑆𝑦𝑦 =  ∫ 𝐹𝐹𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑡𝑡
0 , 𝑆𝑆𝑧𝑧 =  ∫ 𝐹𝐹𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑡𝑡
0 . 

Модуль и направление полного импульса 𝑆𝑆̅ определяются по 
проекциям: 

S =  �𝑆𝑆𝑥𝑥2 + 𝑆𝑆𝑦𝑦2 + 𝑆𝑆𝑧𝑧2; cos(𝑆𝑆̅, 𝚤𝚤)̅ =  𝑆𝑆𝑥𝑥
𝑆𝑆

;  

cos(𝑆𝑆̅, 𝚥𝚥)̅ =  𝑆𝑆𝑦𝑦
𝑆𝑆

; 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐�𝑆𝑆̅,𝑘𝑘�� =  𝑆𝑆𝑧𝑧
𝑆𝑆

. 

Количеством движения материальной точки называет-
ся векторная величина m𝑉𝑉� , равная произведению массы точки m 
на ее скорость 𝑉𝑉.�  

Запишем ДУ движения материальной точки М в виде 
md𝑉𝑉�/𝑑𝑑𝑑𝑑 =  𝐹𝐹�  или, так как m = const, d(m𝑉𝑉�)/𝑑𝑑𝑑𝑑 =  𝐹𝐹�  

Данное уравнение выражает теорему об изменении количе-
ства движения точки в дифференциальной форме. Перепишем 
последнее выражение в виде: 

d(m𝑉𝑉�)/𝑑𝑑𝑑𝑑 =  𝑑𝑑𝐹𝐹� и проинтегрируем ДУ в пределах от 0 до t: 

� 𝑑𝑑(𝑚𝑚𝑉𝑉�)
𝑉𝑉�

𝑉𝑉�0
 =  �𝐹𝐹�𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑡𝑡

0

 

m𝑉𝑉� − m𝑉𝑉0��� =  𝑆̅𝑆 
где 𝑉𝑉� и 𝑉𝑉0��� – скорость точки в текущий и начальный моменты 
времени соответственно (рис. 2.4); 

𝑆̅𝑆 − полный импульс равнодействующей силы за время t. 

 
Рис. 2.4. Изменение количества движения точки 
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Теорема об изменении количества движения точки в инте-
гральной форме: изменение количества движения точки за про-
межуток времени от 0 до t равно полному импульсу равнодей-
ствующей силы, действующей на точку, за тот же промежуток 
времени. В проекциях на оси: 

𝑚𝑚 · 𝑉𝑉𝑥𝑥 −  𝑚𝑚 · 𝑉𝑉0𝑥𝑥  =  Sx; 𝑚𝑚 · 𝑉𝑉𝑦𝑦 −  𝑚𝑚 · 𝑉𝑉0𝑦𝑦 =  Sy; 
𝑚𝑚 · 𝑉𝑉𝑧𝑧 −  𝑚𝑚 · 𝑉𝑉0𝑧𝑧 =  Sz. 

 
2.5.2. Теорема об изменении момента количества  

движения точки 
Моментом количества движения материальной точки 

(рис. 2.5) относительно некоторого центра О называется век-
торная величина: 

𝐿𝐿�0 =  𝐿𝐿𝑥𝑥 · 𝚤𝚤+̅𝐿𝐿𝑦𝑦 · 𝚥𝚥̅+ 𝐿𝐿𝑧𝑧 · 𝑘𝑘�  =  𝑚𝑚�0(m𝑉𝑉�) =  𝑟𝑟�· m𝑉𝑉� 
𝐿𝐿𝑥𝑥  =  𝑚𝑚(𝑦𝑦𝑉𝑉𝑧𝑧 − 𝑧𝑧𝑉𝑉𝑦𝑦); 𝐿𝐿𝑦𝑦 =  𝑚𝑚(𝑧𝑧𝑉𝑉𝑥𝑥 − 𝑥𝑥𝑉𝑉𝑧𝑧); 𝐿𝐿𝑧𝑧 =  𝑚𝑚(𝑥𝑥𝑉𝑉𝑦𝑦 − 𝑦𝑦𝑉𝑉𝑥𝑥). 
где r – радиус-вектор движущейся точки. Lx > 0, если 

смотря навстречу оси х, движение точки происходит против 
хода часовой стрелки. Когда 𝐿𝐿𝑥𝑥 < 0 –  наоборот.  

Модуль вектора 𝐿𝐿�0 равен 𝐿𝐿�0 =  mVh  =  �𝐿𝐿𝑥𝑥2 + 𝐿𝐿𝑦𝑦2 + 𝐿𝐿𝑧𝑧2  

 

 
Рис. 2.5. Момент количества движения материальной точки 
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Запишем уравнение движения материальной точки 

Md 𝑉𝑉�
𝑑𝑑𝑑𝑑 

=  𝐹𝐹�
 
⇒ 𝑟𝑟�· md𝑉𝑉�/𝑑𝑑𝑑𝑑 =  𝑟𝑟� ·  𝐹𝐹�

 
⇒𝑑𝑑/𝑑𝑑𝑑𝑑 (𝑟𝑟�· m𝑉𝑉�) = 

=   𝑟𝑟� ·
𝐹𝐹�

 
⇒ 𝑑𝑑𝐿𝐿�0
𝑑𝑑𝑑𝑑

 =  𝑀𝑀�0 

 
Теорема об изменении момента количества движения 

точки: первая производная по времени от момента количества 
движения точки относительно центра О равна моменту равно-
действующей силы относительно того же центра О. В проекциях 
на оси координат: 

𝑑𝑑𝐿𝐿𝑥𝑥/𝑑𝑑𝑑𝑑 =  𝑀𝑀𝑥𝑥, 𝑑𝑑𝐿𝐿𝑦𝑦/𝑑𝑑𝑑𝑑 =  𝑀𝑀𝑦𝑦, 𝑑𝑑𝐿𝐿𝑧𝑧/𝑑𝑑𝑑𝑑 =  𝑀𝑀𝑧𝑧 
 

2.5.3. Работа силы 
Пусть точка приложения силы 𝐹𝐹�  перемещается по 

криволинейной траектории из положения М0 в положение М1. 
Разобьем перемещение точки М по дуге М0М1 на бесконечно 
малые перемещения ds и определим работу на каждом таком 
перемещении. 

Элементарной работой силы F (рис. 2.6), приложенной в 
точке М, называется скалярная величина равная произведе-
нию элементарного перемещения на проекцию силы на это 
перемещение. 

 

 
Рис. 2.6. Элементарная работа силы 
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dA = Fτ ds = Fcosαds,  
Поскольку ds  =  |𝑑𝑑𝑟̅𝑟|,  
тогда dA|𝐹𝐹�|cosα|𝑑𝑑𝑟̅𝑟| =  𝐹𝐹�· 𝑑𝑑𝑟̅𝑟 =  𝐹𝐹𝑥𝑥dx+𝐹𝐹𝑦𝑦dy+𝐹𝐹𝑧𝑧dz 
Полную работу силы 𝐹𝐹�  на перемещении точки из по-

ложения М0 в положение М1 определяют как предел инте-
гральной суммы соответствующих элементарных работ: 

А =  ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑М1
М0

 =  ∫ 𝐹𝐹𝜏𝜏𝑑𝑑𝑑𝑑
М1
М0

 =  ∫ (𝐹𝐹𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝐹𝐹𝑦𝑦𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝐹𝐹𝑧𝑧𝑑𝑑𝑑𝑑)М1
М0

 

Работа силы тяжести:  
A  = ±mgh, 

h – перемещение по вертикали, «+» перемещение вниз, «–» пе-
ремещение вверх. 

Работа силы упругости: 
A  =  ±cλ2/ 2, 

с –  коэффициент жесткости пружины,  
λ – удлинение пружины, «+» деформация пружины умень-

шается, «–» деформация увеличивается. 
 

2.5.4. Теорема об изменении кинетической энергии точки 
Кинетической энергией материальной точки называется ска-

лярная величина mV2 /2, равная половине произведения массы точ-
ки на квадрат ее скорости. Движение точки массой m под дей-
ствием силы 𝐹𝐹�  определяется уравнением md𝑉𝑉�/dt  =  𝐹𝐹�  , которое 
также можно записать в виде: 

md𝑉𝑉� =  𝐹𝐹�  dt 
 
⇒ m𝑉𝑉�d𝑉𝑉� =  𝐹𝐹� ·𝑉𝑉� dt

 
⇒d(mV2/2) = dA 

Получили теорему об изменении кинетической 
энергии точки в дифференциальной форме: дифференциал 
кинетической энергии точки равен элементарной работе силы, 
действующей на точку. 

Интегрируя обе части уравнения от M0 до M1, получаем: 
m𝑉𝑉12/2- m𝑉𝑉02/2 = A или Т1-Т0 = А 
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Теорема об изменении кинетической энергии точки в инте-
гральной форме: изменение кинетической энергии точки на лю-
бом перемещении равно работе силы, действующей на точку, на 
том же перемещении. 

 
 

2.6. Относительное движение  
материальной точки 

Пусть точка М под действием некоторых сил 𝐹𝐹�𝑘𝑘 совер-
шает сложное движение. Основное уравнение динамики точки 
относительно инерциальной (неподвижной) системы отсчета Oxyz: 

m𝑎𝑎� =  ∑𝐹𝐹�𝑘𝑘 ,  ⇒ m(𝑎𝑎�e + 𝑎𝑎�r + 𝑎𝑎�c)  =  ∑𝐹𝐹�𝑘𝑘  ⇒ m𝑎𝑎�r  =  ∑𝐹𝐹�𝑘𝑘 +  

+ (–m𝑎𝑎�e) + (–m𝑎𝑎�c) , 

где -m𝑎𝑎�e  =  𝐹𝐹�𝑒𝑒и
 –  переносная сила инерции; 

-m𝑎𝑎�с  =  𝐹𝐹�𝑐𝑐и
 –  кориолисова сила инерции. 

Таким образом, основное уравнение динамики для относи-
тельного движения запишется: 

m𝑎𝑎�𝑟𝑟 =  ∑𝐹𝐹�𝑘𝑘+𝐹𝐹�𝑒𝑒и+𝐹𝐹�𝑐𝑐и 
Относительное движение материальной точки можно 

рассматривать как абсолютное, если действующим на точку 
силам прибавить переносную и кориолисову силы инерции. 

 
 

2.7. Теорема о движении центра масс 
Системой материальных точек (или механической систе-

мой) (рис. 2.7) называют такую совокупность материальных 
точек, в которой положение или движение каждой точки 
зависит от положения и движения всех остальных. 
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Рис. 2.7. Система материальных точек 

 
Все действующие на механическую систему задаваемые 

(активные) силы 𝐹𝐹�𝑘𝑘 и реакции связей Nk ,  разделяют на внешние 

Fk
e и 𝐹𝐹�𝑘𝑘𝑒𝑒 внутренние 𝐹𝐹�𝑘𝑘𝑖𝑖 . 

Внешними называют силы, действующие на точки си-
стемы со стороны материальных точек, не входящих в состав 
данной системы. 

Внутренними называют силы, с которыми точки дан-
ной системы действуют друг на друга. 

Центром масс системы называется геометрическая точка С, 
радиус-вектор которой вектор которой 𝑟𝑟�𝑐𝑐 =  ∑mk𝑟𝑟�k M ,  

M = ∑mk – масса системы. 

Координаты центра масс системы: 
xc  = ∑mk xk /M, yc  = ∑mk yk /M, zC  = ∑mk zk /M 

Уравнение движения системы материальных точек можно за-
писать: 

M𝑎𝑎�𝑐𝑐  =  ∑𝐹𝐹�𝑘𝑘𝑒𝑒 
Теорема о движении центра масс системы: центр масс 

механической системы движется как материальная точка 
массой, равной массе всей системы, к которой приложены все 
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внешние силы, действующие на систему. В проекциях на коорди-
натные оси, получим: 

M𝑥𝑥𝑐𝑐  =  ∑𝐹𝐹�𝑘𝑘𝑘𝑘𝑒𝑒 , M𝑦𝑦𝑐𝑐  =  ∑𝐹𝐹�𝑘𝑘𝑘𝑘𝑒𝑒 ,𝑀𝑀𝑧𝑧𝑐𝑐  =  ∑𝐹𝐹�𝑘𝑘𝑘𝑘𝑒𝑒  
Закон сохранения движения центра масс системы (следствия 

теоремы). 
1. Если ∑𝐹𝐹�𝑘𝑘𝑒𝑒 =  0, то из теоремы следует, что 𝑎𝑎�𝑐𝑐  =  0 , откуда 

𝑉𝑉��𝑐𝑐  =  𝑉𝑉��𝑐𝑐0 и если 𝑉𝑉��𝑐𝑐0 =  0,  𝑉𝑉��
�
𝑐𝑐  =  0  ⇒ 𝑟̅̅𝑟𝑐𝑐 =  𝑟̅̅𝑟𝑐𝑐0 

Таким образом, если геометрическая сумма всех внешних сил, 
действующих на систему, равна нулю, то центр масс системы 
движется прямолинейно и равномерно или находится в покое. 

3. Если = ∑𝐹𝐹�𝑘𝑘𝑘𝑘𝑒𝑒  =  0, 𝑥̇𝑥𝑐𝑐  =  𝑥̇𝑥𝑐𝑐𝑐𝑐. И если 𝑥̇𝑥𝑐𝑐𝑐𝑐 =  0, то 
𝑥𝑥𝑐𝑐  =  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 или 𝑥𝑥𝑐𝑐  =  𝑥𝑥𝑐𝑐0 

 
 

2.8. Теорема об изменении количества  
движения системы 

Количеством движения механической системы называют век-
тор: 𝐾𝐾� =  ∑𝑚𝑚𝑘𝑘 · 𝑉𝑉�𝑘𝑘  =  M·𝑉𝑉�𝑐𝑐, равный геометрической сумме ко-
личеств движения точек системы или определяется как произве-
дение массы всей системы на скорость ее центра масс. 

Запишем теорему о движении центра масс механической си-
стемы в виде: 

M·𝑎𝑎�𝑐𝑐  =  ∑𝐹𝐹�𝑘𝑘𝑒𝑒  =  𝐹𝐹�𝑒𝑒 
 
⇒ d·( M·𝑉𝑉�𝑐𝑐)𝑑𝑑𝑑𝑑 =  𝐹𝐹�𝑒𝑒

 
⇒  𝑑𝑑𝐾𝐾�/dt =  𝐹𝐹�𝑒𝑒    (3) 

Теорема об изменении количества движения механиче-
ской системы в дифференциальной форме: производная по 
времени от количества движения механической системы гео-
метрически равна главному вектору внешних сил, действующих 
на эту систему. 

В проекциях на оси координат имеем: 
𝑑𝑑𝐾𝐾�𝑥𝑥/dt =  𝐹𝐹�𝑥𝑥𝑒𝑒, 𝑑𝑑𝐾𝐾�𝑦𝑦/dt =  𝐹𝐹�𝑦𝑦𝑒𝑒 ,𝑑𝑑𝐾𝐾�𝑧𝑧/dt =  𝐹𝐹�𝑧𝑧𝑒𝑒 
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Проинтегрируем уравнение (3) за время перехода систе-
мы из какого-нибудь одного положения в другое: 

𝐾𝐾� – 𝐾𝐾�0 =  𝑆𝑆̅𝑒𝑒 , 
где 𝑆𝑆̅𝑒𝑒 =  ∑𝑆𝑆𝑘̅𝑘𝑒𝑒 – полный импульс главного вектора внешних сил. 

Теорема об изменении количества движения механиче-
ской системы в интегральной форме: изменение количества 
движения механической системы а некоторый промежуток 
времени равно полному импульсу внешних сил, приложен-
ных к системе, за тот же промежуток времени. В проекциях на 
оси координат: 

𝐾𝐾𝑥𝑥 − 𝐾𝐾0𝑥𝑥  =  𝑆𝑆𝑥𝑥𝑒𝑒 ,𝐾𝐾𝑦𝑦 − 𝐾𝐾0𝑦𝑦  =  𝑆𝑆𝑦𝑦𝑒𝑒, 𝐾𝐾𝑧𝑧 − 𝐾𝐾0𝑧𝑧  =  𝑆𝑆𝑧𝑧𝑒𝑒 
Закон сохранения количества движения системы (следствия 

теоремы).  
1. Если 𝐹𝐹�𝑒𝑒 =  ∑𝐹𝐹�𝑘𝑘𝑒𝑒  =  0, то из (3) следует, что 𝐾𝐾�  =  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 
Таким образом, если главный вектор внешних сил, дей-

ствующих на систему, равен нулю, то вектор количества 
движения системы будет постоянен по модулю и направлению. 

2. Если 𝐹𝐹�𝑥𝑥𝑒𝑒 =  ∑𝐹𝐹�𝑘𝑘𝑘𝑘𝑒𝑒  =  0, то 𝐾𝐾� 𝑥𝑥  =  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 или∑𝑚𝑚𝑘𝑘 ·
𝑉𝑉𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

 
 

2.9. Теорема об изменении  
кинетического момента системы 

Моментом инерции тела (системы) относительно 
данной оси Оz называется скалярная величина, равная сумме 
произведений масс всех точек тела (системы) на квадраты их 
расстояний от этой оси: 

𝐽𝐽𝑧𝑧 =  ∑𝑚𝑚𝑘𝑘 · ℎ𝑘𝑘2. 
Моменты инерции: 
– однородного стержня относительно центр масс стержня: 

𝐽𝐽𝑧𝑧 =  M·l2/12; 
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– тонкой цилиндрической оболочки относительно ее оси: 
𝐽𝐽𝑧𝑧 =  M·R2; 

– круглого однородного цилиндра относительно его оси: 
𝐽𝐽𝑧𝑧 =  M·R2/2; 

Теорема Гюйгенса: момент инерции тела относительно 
некоторой оси равен моменту инерции относительно оси, ей па-
раллельной, проходящей через центр масс тела, сложенному с 
произведением массы всего тела на квадрат расстояния между 
осями, т. е. 𝐽𝐽𝑧𝑧1 =  𝐽𝐽𝑧𝑧 + 𝑀𝑀𝑑𝑑2. 

Так, например, момент инерции относительно конца стержня: 
𝐽𝐽𝑧𝑧 =  M·l2/12+𝑀𝑀𝑑𝑑2 =   M·l2/12+ M·(l/2)2 =  M·l2/3 

Главным моментом количеств движения, или кинетиче-
ским моментом механической системы, относительно центра 
О называют геометрическую сумму векторов моментов коли-
честв движения материальных точек системы относительно то-
го же центра О: 

𝐿𝐿�0 =  𝐿𝐿𝑥𝑥 · 𝚤𝚤+̅𝐿𝐿𝑦𝑦 · 𝚥𝚥+̅𝐿𝐿𝑧𝑧 · 𝑘𝑘�  =  ∑𝐿𝐿�0𝑘𝑘  =  ∑ 𝑟̅𝑟𝑘𝑘·𝑚𝑚𝑘𝑘 · 𝑉𝑉𝑘𝑘 
Теорема об изменении главного момента количества движения 

механической системы: производная по времени от кинетиче-
ского момента механической системы относительно некоторого 
неподвижного центра равна главному моменту внешних сил, от-
носительно того же центра: 

d𝐿𝐿�0/dt =  𝑀𝑀�𝑂𝑂𝑒𝑒  
В проекциях на оси: 

d𝐿𝐿𝑥𝑥/𝑑𝑑𝑑𝑑 =  𝑀𝑀𝑥𝑥
𝑒𝑒 , d𝐿𝐿𝑦𝑦/𝑑𝑑𝑑𝑑 =  𝑀𝑀𝑦𝑦

𝑒𝑒, d𝐿𝐿𝑧𝑧/𝑑𝑑𝑑𝑑 =  𝑀𝑀𝑧𝑧
𝑒𝑒 

Закон сохранения кинетического момента механической си-
стемы. 

1. Если главный момент внешних сил системы относи-
тельно центра О равен нулю, т. е. 𝑀𝑀�𝑂𝑂𝑒𝑒  =  0, тогда d𝐿𝐿�0/dt = 0 и 
𝐿𝐿�0 =  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 

2. Если 𝑀𝑀�𝑥𝑥𝑒𝑒 =  0, тогда d𝐿𝐿𝑧𝑧/dt = 0 и 𝐿𝐿𝑧𝑧 =  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 
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2.10. Теорема об изменении кинетической 
энергии системы 

Кинетическая энергия механической системы называ-
ется скалярная величина Т, равная сумме кинетических энергии 
всех точек системы: 

T =  ∑ 𝑚𝑚𝑘𝑘𝑉𝑉𝑘𝑘
2

2
𝑛𝑛
𝑘𝑘 = 1  или T =  1

2
M𝑉𝑉𝑐𝑐2 + ∑ 𝑚𝑚𝑘𝑘𝑉𝑉𝑘𝑘𝑘𝑘

2

2
 

Теорема Кенига: кинетическая энергия механической 
системы равна сумме кинетической энергии центра масс си-
стемы и кинетической энергии этой системы в ее движении 
относительно центра масс. 

Для твердого тела при плоском движении теорема Кенига при-
мет вид: 

T =  1
2
M𝑉𝑉𝑐𝑐2 + 1

2
𝐽𝐽𝐶𝐶𝐶𝐶 · 𝜔𝜔2, 

𝐽𝐽𝐶𝐶𝐶𝐶 − момент инерции тела относительно оси Cz, 
ω – угловая скорость тела. 
Применим к движению каждой точки системы теорему об из-

менении кинетической энергии и просуммируем составленные n 
равенства: 

T2 – T1  =  ∑𝐴𝐴𝑘𝑘𝑒𝑒+∑𝐴𝐴𝑘𝑘𝑖𝑖 , 
T2, T1 – кинетическая энергия системы в первом и во втором 

положениях соответственно. Для твердого тела ∑𝐴𝐴𝑘𝑘𝑖𝑖  =  0, тогда 
T2 – T1  =  ∑𝐴𝐴𝑘𝑘𝑒𝑒  

Теорема об изменении кинетической энергии системы в 
интегральной форме для твердого тела: изменение кинетической 
энергии твердого тела на некотором перемещении равно сум-
ме работ внешних сил, действующих на тело на этом переме-
щении. 
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Примеры решения задач по темам раздела II «Динамика».  
Cоставление дифференциальных уравнений движения точки 

Пример 1. Лифт массой m начинает подниматься с уско-
рением а. Определить натяжение троса. 

 
Решение. На лифт действуют сила тяжести 𝐺̅𝐺 и реакция троса 

T . Составим уравнение движения лифта вдоль оси y: 
may =  ∑𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘   

⇒  𝑚𝑚𝑎𝑎𝑦𝑦 =  𝑇𝑇 − 𝐺𝐺 
 
⇒  𝑇𝑇 =  𝐺𝐺 +𝑚𝑚𝑎𝑎𝑦𝑦 =  𝑚𝑚(𝑔𝑔 + 𝑎𝑎). 

Если лифт опускается вниз с таким же ускорением, то натяже-
ние троса:  

−𝑚𝑚𝑎𝑎𝑦𝑦 =  𝑇𝑇 − 𝐺𝐺 
 
⇒  𝑇𝑇 =  𝐺𝐺 −𝑚𝑚𝑎𝑎𝑦𝑦 =  𝑚𝑚(𝑔𝑔 − 𝑎𝑎). 

 
Пример 2. Груз спускается вниз по негладкой наклон-

ной плоскости, расположенной под углом α к горизонту, двига-
ясь согласно уравнению x = at2, где а – постоянный коэффициент. 
Определить модуль силы трения скольжения груза о плоскость. 

 
Решение. Показываем приложенные к грузу силы.  
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Составим дифференциальное уравнение движения груза в про-
екции на ось х: m𝑥̈𝑥  = mg sin α –Fтр. (1) 

Учитывая, что x  =  at2, откуда 𝑥̇𝑥  = 2at и 𝑥̈𝑥  = 2a . 
Тогда из (1): Fтр = mg sin α - mx  = m(g sin α - 2a) . 
 
Пример 3. Груз в результате полученного толчка начал 

скользить вверх с начальной скоростью V0 = 3 м/с по не-
гладкой наклонной плоскости, расположенной под углом 
α =  30o к горизонту. Определить путь S, пройденный грузом до 
остановки, если коэффициент трения скольжения равен f = 0,4. 

 
Решение. Направим ось х в сторону движения груза, 

вверх, вдоль наклонной плоскости. Дифференциальное уравнение 
движения груза вдоль х: 

m𝑥̈𝑥  = -mg sin α - Fтр , Fтр  = fN = fmg cosα 
𝑥̈𝑥  = -g(sin α+f cosα)  = -gb  

Проинтегрируем полученное ДУ: 
𝑑𝑑𝑉𝑉𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑

 =  − 𝑔𝑔𝑔𝑔 
 
⇒  ∫ 𝑑𝑑𝑉𝑉𝑥𝑥  =  − 𝑔𝑔𝑔𝑔 ∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑 =  𝑉𝑉𝑥𝑥 − 𝑉𝑉0 =  − 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑡𝑡

0
𝑉𝑉𝑥𝑥
𝑉𝑉0

.  (1) 

Из (1) найдем время движения груза до остановки  
𝑉𝑉𝑥𝑥  =  0 : t =  𝑉𝑉0/gb .                                  (2) 

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

 =  − 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑉𝑉0  
⇒  � 𝑑𝑑 𝑥𝑥 =  � (−𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑉𝑉0)𝑑𝑑𝑑𝑑 

 
⇒ 𝑆𝑆 =

𝑡𝑡

0

𝑆𝑆

 0
 

= −1
2
𝑔𝑔𝑔𝑔𝑡𝑡2 + 𝑉𝑉0𝑡𝑡. 
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Подставляя найденное время t (2), определим путь S пройден-
ный грузом: 

S =  𝑉𝑉0
2

2𝑔𝑔𝑔𝑔
 =  𝑉𝑉02

2𝑔𝑔(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠+𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓)  =  0,542 м 

 
Пример 4. Автомобиль массой m = 1000 кг движется по 

дну оврага с постоянной по модулю скоростью V = 90 
км/ч. Определить давление автомобиля на дно оврага в наи-
низшей точке. Радиус кривизны траектории ρ в этой точке равен 
50 м. Силой сопротивления движению пренебречь. 

 
Решение. Дифференциальное уравнение движения матери-

альной точки в проекции на главную нормаль: 

man =  ∑𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘  
 
⇒m𝑉𝑉2

𝜌𝜌
 =  𝑁𝑁 − 𝑃𝑃 

Отсюда N =  m𝑉𝑉2

𝜌𝜌
+mg = 1000(252/50+9,81) = 22310 кг 

Сила давления автомобиля на дно оврага равна по модулю N 
и направлена вниз. 

 
Пример 5. Шарику, находившемуся в вершине 

гладкой шаровой поверхности радиусом R =  1 м, сообщена 
скорость V0 =  1 м/с. Определить, в какой точке шарик отделится 
от поверхности и начнет двигаться свободно. 
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Решение. Шарик движется по гладкой шаровой по-

верхности под действием двух сил: силы тяжести 𝐺̅𝐺 и реакции 
поверхности 𝑁𝑁.��� Уравнения движения шарика в естественных коор-
динатах: 

𝑚𝑚𝑑𝑑2𝑠𝑠
𝑑𝑑𝑡𝑡2

 =  𝐺𝐺 · 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠,𝑚𝑚𝑉𝑉2

𝑅𝑅
 =  Gcosφ–N 

Шарик отделяется от поверхности, когда реакция поверхно-
сти N равна нулю. Из второго уравнения при N = 0, получаем: 

𝑚𝑚𝑉𝑉2

𝑅𝑅
 =  Gcosφ 

 
⇒cosφ =  𝑉𝑉

2

𝑔𝑔𝑔𝑔
    (1) 

Для определения скорости в точке отрыва V воспользуемся 
первым уравнением. Начальное положение шарика примем за 
начало отсчета О дуговой координаты S. Тогда S = OM  = Rφ и 
распишем: 

𝑑𝑑2𝑠𝑠
𝑑𝑑𝑡𝑡2

 =  𝑅𝑅 · 𝑑𝑑
2𝜑𝜑
𝑑𝑑𝑡𝑡2

 =  R·𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

 =  𝑅𝑅 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

 =  𝑅𝑅𝑅𝑅 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

 

Подставляя в первое уравнение и интегрируя, получаем: 

𝑅𝑅
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

 =  𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔
 
⇒  𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅𝑅 =  𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔

 
⇒𝑅𝑅

𝜔𝜔2

2
 =  − 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝐶𝐶 

Учитывая, что 𝜔𝜔 =  𝑉𝑉
𝑅𝑅

, имеем 𝑉𝑉
2

2𝑅𝑅
 =  − 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝐶𝐶. Константу 

определим по начальным условиям: V = V0, 𝜑𝜑 =  𝜑𝜑0 =  0. Откуда 
С =  𝑉𝑉02/2R + g 

𝑉𝑉2

2𝑅𝑅
 =  − 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 + 𝑉𝑉02

2𝑅𝑅
+ 𝑔𝑔 

 
⇒  𝑉𝑉2 =  𝑉𝑉02 + 2𝑔𝑔𝑔𝑔(1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐). 

Подставляя найденное 𝑉𝑉2 в уравнение (1), получаем: 
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Cosφ =  𝑉𝑉0
2+2𝑔𝑔𝑔𝑔(1−𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐)

𝑔𝑔𝑔𝑔
 или cosφ =  1

3
�2 + 𝑉𝑉02

𝑔𝑔𝑔𝑔
�  = 

=  
1
3
�2 +

1
9,81

�  =  0,701 

Таким образом, шарик отделится от поверхности при угле 
𝜑𝜑 =  45,52o. 

 
Применение общих теорем динамики материальной точки 

Пример 6. Найти импульс равнодействующей всех сил, дей-
ствующих на снаряд за время, когда снаряд из начального положе-
ния О переходит в наивысшее положение М. Известно: V0 = 500м/с; 
α = 60o; V1 = 200м/с; масса снаряда 100 кг. 

 
Решение. По теореме об изменении количества движения точки: 

�
𝑚𝑚 · 𝑉𝑉1𝑥𝑥 − 𝑚𝑚 · 𝑉𝑉0𝑥𝑥 =  𝑆𝑆𝑥𝑥
𝑚𝑚 · 𝑉𝑉1𝑦𝑦 − 𝑚𝑚 · 𝑉𝑉0𝑦𝑦 =  𝑆𝑆𝑦𝑦

 

Применительно рисунку, имеем: 

�
𝑚𝑚 · 𝑉𝑉1 −𝑚𝑚 · 𝑉𝑉0𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 =  𝑆𝑆𝑥𝑥

0 −𝑚𝑚 · 𝑉𝑉0𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 =  𝑆𝑆𝑦𝑦
 

Подставляя числовые значения, находим: 
𝑆𝑆𝑥𝑥 =  𝑚𝑚(𝑉𝑉1 − 𝑉𝑉0𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) =  − 5000 Н·с, 
𝑆𝑆𝑦𝑦 =  − 𝑉𝑉0 · 𝑚𝑚 · 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 =  − 43301 Н·с 

 
Пример 7. По шероховатой наклонной плоскости, со-

ставляющей с горизонтом угол α = 30о, спускается тело без 
начальной скорости. Определить, в течение какого времени t тело 
пройдет путь длины l = 40 м, если коэффициент трения f = 0,1. 
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Решение. Теорема об изменении количества движения вдоль 

оси х и у: 

�
𝑚𝑚 · 𝑉𝑉𝑥𝑥 −𝑚𝑚 · 𝑉𝑉0𝑥𝑥 =  �𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 · 𝑡𝑡

𝑚𝑚 · 𝑉𝑉𝑦𝑦 −𝑚𝑚 · 𝑉𝑉0𝑦𝑦 =  �𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘 · 𝑡𝑡  
⇒

 
⇒  �

𝑚𝑚 · 𝑉𝑉𝑥𝑥 =  �𝑚𝑚 · 𝑔𝑔 · 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝐹𝐹тр� · 𝑡𝑡
0 =  (𝑁𝑁 −𝑚𝑚 · 𝑔𝑔 · 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) · 𝑡𝑡  

⇒�𝑚𝑚 · 𝑉𝑉𝑥𝑥  =  (𝑚𝑚 · 𝑔𝑔 · 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑁𝑁 · 𝑓𝑓) · 𝑡𝑡
𝑁𝑁 =  𝑚𝑚 · 𝑔𝑔 · 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  

Подставляя N в первое уравнение системы и сокращая на m, 
находим закон изменения скорости: 

𝑉𝑉𝑥𝑥  =  𝑔𝑔(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑓𝑓 · 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) · 𝑡𝑡 
x =   𝑔𝑔(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑓𝑓 · 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) · 𝑡𝑡2/2 

Отсюда t =  �2𝑙𝑙/𝑔𝑔(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 − 𝑓𝑓 · 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐) ≈ 4,95 с. 
 
Пример 8. Материальная точка массы m движется по эллипти-

ческой траектории вокруг неподвижного центра под действием цен-
тральной силы. Найти скорость в точке А, если скорость в точке В 
равна VB =  30м/с, а малая полуось эллипса b = 5a. 
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Решение. Согласно теореме об изменении момента количе-
ства движения точки dLz/dt = 0, в нашем случае Mz = 0, так как 
сила центральная (линия действия силы проходит через центр О). 
Следовательно, Lz = const или LzA = LzB, отсюда:  

mVAa =  mVBb 
 
⇒ VA = VBb / a  =  600 м/с. 

 
Пример 9. Вагон весом 16 т наталкивается со скоростью 

1 м/с на два упорных буфера. Определить наибольшее сжатие 
буферов при ударе вагона, если известно, что пружина буфера 
сжимается на 1см под действием силы в 5 т. 

Решение. В момент соприкосновения вагона и буферов на ва-
гон начинают действовать две силы F = cx , где с = 5 т/см. При-
меним теорему об изменении кинетической энергии в дифферен-
циальной форме: 

𝑑𝑑 �𝑚𝑚𝑉𝑉2

2
�  =  −𝐹𝐹𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑 =  − 2 · 5𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =  − 10𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥. 

Интегрируем слева по V от V0 = 100 см/с до нуля, а справа по 
х от нуля до какого-то предельного сжатия λ. Масса вагона 
m = 16/g = 16/981. 

∫ 𝑑𝑑(0
100

𝑚𝑚𝑉𝑉2

2
) =  − 10∫ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 

 
⇒λ

0 − 𝑚𝑚 1002

2
 =  − 10 λ2

2  
⇒  

 
⇒  16·1002

981·2
 =  5λ2  

 
⇒  λ =  4,04 см 

 
Пример 10. Телу весом Р, лежащему на горизонталь-

ной плоскости, сообщают начальную горизонтальную скорость 
V0. Требуется определить, через сколько времени тело остановится 
и какой путь оно пройдет до остановки, если коэффициент трения 
тела о плоскость равен f . 
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Решение. По теореме об изменении количества движения 
точки: 

mVx – mV0x  = Fтр t , 
где Fтр  = Nf = mgf . Поскольку Vx =  V0 и V0x = 0, отсюда находим 
искомое время: t =  V0 / fg. Воспользуемся теоремой об изменении 
кинетической энергии материальной точки: 

m𝑉𝑉2/2 – m𝑉𝑉02/2  =  𝐹𝐹тр𝑆𝑆. 
Учитывая V = 0, тогда: m𝑉𝑉02/2 = mgfS  
Отсюда путь, пройденный телом до остановки: S =  𝑉𝑉02/2𝑓𝑓𝑓𝑓 
 
Пример 11. Груз весом Р, подвешенный на нити длиной l, 

отклоняют от вертикали на угол φ в положение М0 и отпус-
кают без начальной скорости. Определить натяжение нити в 
момент, когда груз дойдет до наинизшего положения М1. 

 
Решение. Дифференциальное уравнение движения матери-

альной точки в проекции на главную нормаль: 
𝑚𝑚𝑉𝑉12

𝑙𝑙
 =  𝑇𝑇 − 𝑃𝑃 

 
⇒  𝑇𝑇 =  𝑚𝑚𝑉𝑉12

𝑙𝑙
+ 𝑃𝑃,       (1) 

где V –  скорость груза в положении M1. Для определения 𝑚𝑚𝑉𝑉12 
воспользуемся уравнением: 

m𝑉𝑉12/2 – m𝑉𝑉02/2  = A, 
где A  = Ph  = Pl(1– cos φ) –  работа силы тяжести на М1М0. 
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Учитывая условие задачи V0  =  0 , из последнего находим: 
m𝑉𝑉12 =   2Pl(1– cos φ), подставляя найденное в (1), имеем: 

T  = P(3 – 2cosφ) . 
 

Относительное движение материальной точки 
Пример 12. Тело 1 массой m1 =  0.5 кг удерживается 

в состоянии относительного покоя на гладкой поверхно-
сти призмы 2. Определить ускорение призмы 2, обеспечива-
ющее относительный покой тела 1. 

 
Решение. На тело 1 действуют сила тяжести 𝐺̅𝐺, нормальная 

реакция 𝑁𝑁� и переносная сила инерции 𝐹𝐹�еи, направленная проти-
воположно переносному ускорению призмы 𝑎𝑎�𝑒𝑒 (𝐹𝐹�еи =  𝑚𝑚𝑎𝑎𝑒𝑒). Вве-
дем оси х1 и у1, связанные с движущейся призмой. Запишем диф-
ференциальное уравнение относительного движения тела 1 в 
проекциях на ось х1:  

0 = G · sin 30 о – 𝐹𝐹�еи · cos30о или 
0 = m·g·sin 30 о – 𝑚𝑚 · 𝑎𝑎𝑒𝑒· cos30о. 

Отсюда находим ускорение призмы 2:  
𝑎𝑎𝑒𝑒 =  𝑔𝑔 · 𝑡𝑡𝑡𝑡30𝑜𝑜 =  5,66 м/с2. 

 
Пример 13. Вагон трогается с постоянным ускорением a. 

Определить траекторию движения тела М, упавшего с полки 
высотой h, относительно вагона. 



57 

 
Решение. Вводим оси, связанные с вагоном. Указываем действую-

щие на тело М силы: 𝐺̅𝐺 − сила тяжести и 𝐹𝐹�еи– переносная сила инерции, 
направленная противоположно переносному ускорению вагона 𝑎𝑎�.  

Дифференциальные уравнения относительного движения: 

� 𝑚𝑚 · 𝑥̈𝑥1 =  𝐹𝐹�еи
𝑚𝑚 · 𝑦̈𝑦1 =  − 𝐺𝐺 

 
⇒  � 𝑥̈𝑥1 =  𝑎𝑎

𝑦̈𝑦1 =  − 𝑔𝑔 

Интегрируя, получаем: 

� 𝑥̇𝑥1 =  𝑎𝑎 · 𝑡𝑡 + 𝐶𝐶1
𝑦̇𝑦1 =  − 𝑔𝑔 · 𝑡𝑡 + 𝐶𝐶2

 
 
⇒ 

⎩
⎨

⎧ 𝑥̇𝑥1 =  
𝑎𝑎 · 𝑡𝑡2

2
+ 𝐶𝐶1 · 𝑡𝑡 + 𝐶𝐶3

𝑦̇𝑦1 =  
−𝑔𝑔 · 𝑡𝑡2

2
+ 𝐶𝐶2 · 𝑡𝑡 + 𝐶𝐶4

  

Используя начальные условия при t = 0:  
x1 = 0, y1 = h, 𝑥̇𝑥1 =  0, 𝑦̇𝑦1 =  0, 

найдем постоянные интегрирования:  
С1 = С3 = С2 = 0, С4 = h. 

Уравнения движения примут вид:  

x1 =  𝑎𝑎·𝑡𝑡2

2
, y1  = h – 𝑔𝑔·𝑡𝑡2

2
 

Траекторию движения получим, исключив параметр t:  
𝑦𝑦1 =  h –g𝑥𝑥1/a – уравнение прямой.  
Тело М упадет на пол вагона на расстоянии S = ah/ g от края 

полки (при y1 = 0, x1 = S). 
Если вагон будет двигаться равномерно (а = 0), то S = 0. 

Наблюдатель увидит траекторию – вертикальную прямую, такую 
же, как и при неподвижном вагоне. 
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Пример 14. Горизонтальная трубка длиной L м равно-
мерно вращается вокруг оси Оz с угловой скоростью ω рад/с. 
Внутри трубки находится тело М. Определить скорость тела от-
носительно трубки в момент его вылета, если в начальный мо-
мент относительная скорость 𝑉𝑉│𝑥𝑥 = 𝑥𝑥0  =  0. Трением пренебречь. 

 
Решение. На тело помимо силы тяжести 𝐺̅𝐺 и реакции от 

нее 𝑁𝑁�1 будут действовать кориолисова сила инерции 𝐹𝐹�си ее реак-
ция 𝑁𝑁�2 и переносная сила инерции 𝐹𝐹�еи. По теореме об измене-
нии кинетической энергии точки в относительном движении: 

m𝑉𝑉12/2 – m𝑉𝑉02/2  = ∑Ak+A(𝐹𝐹�еи), 
где V0 и V1 – значения относительных скоростей,  

А – работа на относительном перемещении. 
В нашем случае ∑Ak = 0 

A(𝐹𝐹�еи) =  ∫ 𝑚𝑚 · 𝑎𝑎𝑒𝑒𝑑𝑑𝑑𝑑 =  𝑚𝑚 · 𝜔𝜔2 ∫ 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 =  𝑚𝑚·𝜔𝜔2

2
· (𝐿𝐿2 − 𝑥𝑥02).𝐿𝐿

𝑥𝑥0
𝐿𝐿
𝑥𝑥0

 

𝑚𝑚 · 𝑉𝑉12/2 =   A(𝐹𝐹���еи) 
Откуда скорость тела в момент вылета: 

𝑉𝑉𝐵𝐵 =  𝜔𝜔�𝐿𝐿2 − 𝑥𝑥02 
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Применение законов сохранения механической системы 
Пример 15. Человек массой m1 стоит на корме лодки массой 

m2 длиной l, находящейся в покое в стоящей воде. Определить, 
пренебрегая сопротивлением воды, расстояние σ , на которое пе-
реместится лодка, если человек перейдет на нос лодки. 

 
Решение. Система лодка-человек находится в покое под 

действием трех внешних вертикальных сил: веса человека 
𝐺𝐺�1, веса лодки 𝐺𝐺�2 и реакции воды N. Пусть 𝑥𝑥1 и 𝑥𝑥2 начальные 
координаты человека и лодки. 

Поскольку ∑𝐹𝐹𝑘𝑘𝑘𝑘𝑒𝑒  =  0 и начальная скорость лодки равна нулю 
𝑥̇𝑥𝐶𝐶𝐶𝐶 =  0, то по второму закону сохранения xС = const или xСО = xС 
, где xСО и xС –  координаты центра масс системы до перемеще-

ния и после перемещения человека по лодке соответственно. 
Определим их по формуле (2.1): 

𝑥𝑥𝐶𝐶𝐶𝐶 =  𝑚𝑚1·𝑥𝑥1+𝑚𝑚2·𝑥𝑥2
𝑚𝑚1+𝑚𝑚2

, 𝑥𝑥𝐶𝐶  =  𝑚𝑚1·(𝑥𝑥1+𝑙𝑙−𝜎𝜎)+𝑚𝑚2(𝑥𝑥2−𝜎𝜎)
𝑚𝑚1+𝑚𝑚2

. 

Приравниваем координаты центра масс до и после перемеще-
ния человека 

𝑚𝑚1 · 𝑥𝑥1 + 𝑚𝑚2 · 𝑥𝑥2 =  𝑚𝑚1 · (𝑥𝑥1 + 𝑙𝑙 − 𝜎𝜎) + 𝑚𝑚2(𝑥𝑥2 − 𝜎𝜎). 
Откуда находим перемещение лодки: σ =  𝑚𝑚1𝑙𝑙

𝑚𝑚1+𝑚𝑚2
 

 
Пример 16. По грани клина 1 массой М, поставлен-

ной на гладкой горизонтальной плоскости, опускается с отно-
сительной скоростью u тело 2 массой m. Определить скорость 
клина. 
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Решение. Поскольку проекция главного вектора внешних сил 

на ось х равна нулю, согласно второму закону сохранения коли-
чества движения системы: 

𝐾𝐾𝑥𝑥 =  �𝑚𝑚𝑘𝑘𝑉𝑉𝑘𝑘𝑘𝑘 =  𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐  или�𝑚𝑚𝑘𝑘0𝑉𝑉𝑘𝑘𝑘𝑘0 =  �𝑚𝑚𝑘𝑘𝑉𝑉𝑘𝑘𝑘𝑘 

В начале движения количество движения системы равно 
нулю ∑𝑚𝑚𝑘𝑘0𝑉𝑉𝑘𝑘𝑘𝑘0 =  0, так как т.к. система была неподвижна. 
В последующий момент клин начнет двигаться с некоторой 
скоростью V1x = −V влево, а тело 2 будет иметь абсолютную 
скорость V2x = −V+u·cosα. Тогда количество движения системы в 
последующий момент: 

∑𝑚𝑚𝑘𝑘𝑉𝑉𝑘𝑘𝑘𝑘  =  −𝑚𝑚𝑚𝑚 + (−𝑉𝑉 + 𝑢𝑢 · 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐α),  
отсюда V =  𝑚𝑚 · 𝑢𝑢 · 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐α/(𝑀𝑀 + 𝑚𝑚) 

 
Пример 17. Круглая горизонтальная платформа может 

вращаться без трения вокруг неподвижной оси Оz, прохо-
дящей через ее центр О; по платформе на неизменном рас-
стоянии от оси Оz, равном r, идет с постоянной относительной 
скоростью u человек, масса которого равна m. С какой угловой 
скоростью ω будет при этом вращаться платформа вокруг оси, 
если ее масса М равномерно распределена по площади круга 
радиуса R. В начальный момент платформа и человек имели ну-
левые скорости. 
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Решение. Платформа и человек образуют систему. Кинетиче-
ский момент этой системы относительно вертикальной оси Оz есть 
константа, поскольку внешние силы не создают момент относитель-
но этой оси (2-й закон сохранения): Lz =const или Lz = Lz0. Кинетиче-
ский момент системы в начальный момент времени Lz0 =0, т.к. 
платформа и человек имели нулевые скорости.  

 
В последующий момент, человек идет по платформе: 

Lz  = Lплатф. + Lчел.  = J·ω + m·Vчел.· r , 
где ω –  угловая скорость платформы,  

vчел. –  абсолютная скорость человека.  

Тогда J·ω +m·(ωr – Vчел.)·r  = 0 .  
Учитывая, что момент инерции платформы относительно оси 

J = MR2/2, находим ω = 2m·u·r·(M·R2 +2·m·r2) 
 

Общие теоремы динамики системы 
Пример 18. Груз В массы m1 поднимается с посредством ка-

ната, навитого на барабан А радиуса r и массы m2. К барабану 
приложен вращающий момент mвр =  аt, где а – постоянная. Опре-
делить угловую скорость барабана, считая его сплошным цилин-
дром. В начальный момент барабан и груз находились в 
покое. 

Решение. Применим теорему об изменении кинетического 
момента относительно оси Оz (проходит через точку О перпенди-
кулярно плоскости): 
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𝑑𝑑𝐿𝐿𝑧𝑧
𝑑𝑑𝑑𝑑

 =  𝑀𝑀𝑧𝑧
𝑒𝑒 

Сумма моментов внешних сил относительно оси Оz: 
𝑀𝑀𝑧𝑧
𝑒𝑒 =  ∑𝑚𝑚𝑧𝑧(𝐹𝐹�𝑘𝑘𝑒𝑒)  =   𝑚𝑚вр −𝑚𝑚1 · 𝑔𝑔 · 𝑟𝑟. 

Кинетический момент системы относительно оси Оz: 
𝐿𝐿𝑧𝑧 =  𝐿𝐿бар + 𝐿𝐿гр =  𝐽𝐽𝐴𝐴 · 𝜔𝜔 +𝑚𝑚1 · 𝑉𝑉𝐵𝐵 · 𝑟𝑟 =  (𝐽𝐽𝐴𝐴 + 𝑚𝑚1 · 𝑟𝑟2) · 𝜔𝜔 

(𝐽𝐽𝐴𝐴 +𝑚𝑚1 · 𝑟𝑟2) 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

 =  𝑚𝑚вр − 𝑚𝑚1 · 𝑔𝑔 · 𝑟𝑟 
 
⇒ 

 
⇒ (𝐽𝐽𝐴𝐴 + 𝑚𝑚1 · 𝑟𝑟2)∫ 𝑑𝑑𝑑𝑑 =  ∫ (𝑎𝑎 · 𝑡𝑡 −𝑚𝑚1 · 𝑔𝑔 · 𝑟𝑟)𝑡𝑡

0
𝜔𝜔
0 dt 

Так как 𝐽𝐽𝐴𝐴 =  𝑚𝑚2·𝑟𝑟2

2
, �𝑚𝑚2·𝑟𝑟2

2
+ 𝑚𝑚1 · 𝑟𝑟2�𝜔𝜔 =  𝑎𝑎·𝑡𝑡2

2
− 𝑚𝑚1 · 𝑔𝑔 · 𝑟𝑟 · 𝑡𝑡,  

откуда 𝜔𝜔 =  𝑎𝑎·𝑡𝑡2−2𝑚𝑚1·𝑔𝑔·𝑟𝑟·𝑡𝑡
𝑚𝑚2·𝑟𝑟2+2𝑚𝑚1𝑟𝑟2

 

 
Пример 19. Одинаковые блоки 1 и 2 массой и радиусами, 

представляющие собой однородные диски, начинают движение 
(вращение) из состояния покоя под действием силы тяжести. 
Определить скорость центра С блока 1 после того, как он опустит-
ся вниз на расстояние S = 1 м. 

 
Решение. Применим теорему об изменении кинетической энер-

гии системы: 
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𝑇𝑇 − 𝑇𝑇0 =  ∑𝐴𝐴𝑘𝑘𝑒𝑒 , где 𝑇𝑇0 =  0 по условию. 
Запишем кинетическую энергию системы: T  =  T1 + T2 
Кинетическая энергия диска 1: 

Т1 =  𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐2

2
+ 𝐽𝐽1𝜔𝜔1

2

2
, 

где 𝐽𝐽1 =  𝑚𝑚𝑟𝑟2

2
 и 𝜔𝜔1 =  𝑉𝑉𝑐𝑐

𝑟𝑟
, то 

Т1 =  𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐2

2
+ 1

2
𝑚𝑚𝑟𝑟2

2
𝑉𝑉 𝑐𝑐
2

𝑟𝑟2
 =  𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐2

2
+ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐2

4
 =  3𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐2

4
. 

Кинетическая энергия диска 2: 

𝑇𝑇2 =  𝐽𝐽2𝜔𝜔2
2

2
, 

где 𝐽𝐽2 =  𝑚𝑚𝑟𝑟2

2
 и 𝜔𝜔1 =  𝑉𝑉А

𝑟𝑟
 =  2𝑉𝑉𝑐𝑐

𝑟𝑟
, то 𝑇𝑇2 =  𝐽𝐽2𝜔𝜔2

2

2
 =  𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐2 

Окончательно, кинетическая энергия системы: 

𝑇𝑇 =  3𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐2

4
+ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐2 =  7𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐2

4
. 

При движении системы работу совершает только сила тяжести 
блока 2: 

�𝐴𝐴𝑘𝑘𝑒𝑒  =  𝐴𝐴𝑚𝑚𝑚𝑚 =  𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 

Подставляя полученные выражения для Т и ∑𝐴𝐴𝑘𝑘𝑒𝑒  , находим 
скорость центра С блока 1: 

7𝑚𝑚𝑚𝑚𝑐𝑐2

4
 =   𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 

 
⇒𝑉𝑉𝑐𝑐  =  �4𝑔𝑔

7
 =   2,368 м/с 
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Приложение Б 
 

Задание по вариантам по теме  
«Траектория и уравнение движения точки» 

 

Номер  
задачи 

Уравнения движения 

x = x(t), см y = y (t), см t, с 

1 2t2 + 3 - 5t 1 

2 3t2 + 2 2t 1 

3 3t2 -t +1 5t2 – 2 1 

4 - 4t2 +1 8 – 3t 1 

5 2t + 2 2/(t +1) 1 

6 3t 4t2 +1 1 

7 - 5t2 – 4 3t 1 

8 7t2 – 3 5t 1 

9 - 3/(t + 2) 3t + 6 1 

10 4t + 4 - 4/(t +1) 1 

11 4cos(πt /3) - 3sin(πt/3) 1 

12 5cos(πt 2/3) - 5sin(πt 2/3) 1 

13 5sin2(πt/6) - 5cos2(πt/6) – 3 1 

14 7sin2(πt/6) – 5 - 7cos2(πt/6) 1 

15 1 + 3cos(πt 2/3) 3sin(πt 2/3) + 3 1 

16 6sin(πt2/6) – 2 6 cos(πt2/6) + 3 1 

17 - 4cos(πt /3) - 2sin(πt/3) – 3 1 
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Номер  
задачи 

Уравнения движения 

x = x(t), см y = y (t), см t, с 

18 7sin(πt2/6) + 3 2 – 7cos(πt2/6) 1 

19 2sin(πt /3) - 3cos(πt /3) + 4 1 

20 3 – cos(πt 2/3) sin(πt 2/3) -1 1 

21 4cos2(πt /3) + 2 4sin2(πt/3) 1 

22 - 4cos(πt /3) -1 - 4sin(πt/3) 1 

23 - 6t - 2t2 – 4 1 

24 8cos2(πt /6) + 2 - 8sin2(πt/6) – 7 1 

25 9sin(πt2/6) + 3 - 5 + 9cos(πt2/6) + 3 1 

26 - 4t2 +1 - 3t 1 

27 5t2 + 5t/3 – 3 3t2 +t + 3 1 

28 2cos(πt2 /3) – 2 - 2sin(πt 2/3) + 3 1 

29 2 – 3t – 6t2 3 – 3t/2 – 3t2 0 

30 2cos2(πt /4) 3sin2(πt/4) 1 
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Приложение В 
 

Задания по вариантам по теме  
«Вращательное движение твердого тела» 
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Приложение Г 
 

Задания по теме 
«Угловая скорость и угловое ускорение плоской фигуры» 
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Приложение Д 
 

Задания по теме «Скорость точек плоской фигуры» 
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Приложение Е 
 

Задания по теме «Ускорения точек плоской фигуры» 
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Приложение Ж 
 

Задания по теме «Определение абсолютного ускорения точки» 
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Приложение И 
 

Задачи по вариантам по теме 
«Cоставление дифференциальных уравнений движения точки» 

 
1) Материальная точка весом 49 Н движется по 

прямой согласно уравнению x = 8sin 2t см. Найти силу, дей-
ствующую на точку в моменты времени, когда ее координата 
x = – 5 см. 

2) Определить давление человека весом 0.85 кН на пло-
щадку лифта в начале подъема и перед остановкой, если ускоре-
ние (замедление) равно 0.4g. 

3) Материальная точка весом 49 Н движется по 
горизонтальной окружности радиуса 9 см согласно уравнению 
S = 8t3 см. Определить величину и направление силы F, действу-
ющей на эту точку в момент t = 1 c. 

4) Материальная точка массой 300 г движется соглас-
но уравнению: x = 3cosπt см, y = 3sinπt, z = 5t см. Найти силу, 
действующую на эту точку. 

5) Определить максимальную скорость велосипедиста на 
закруглении дороги радиуса 50 м, если коэффициент попереч-
ного трения между шинами велосипеда и асфальтом f = 0,4. 
Определить, на какой угол отклонилась плоскость велосипеда 
от вертикальной плоскости. Полотно дороги расположено в гори-
зонтальной плоскости. 

6) На криволинейных участках автодороги возвышают 
наружную сторону над внутренней для того, чтобы сила дав-
ления проезжающего автомобиля была перпендикулярна дороге. 
Определить угол наклона полотна дороги, если радиус закругле-
ния 1000 м, максимальная скорость автомобиля 120 км/ч. 

7) Груженая вагонетка массы 700 кг опускается по ка-
натной железной дороге с уклоном α = 15о, имея скорость 
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V = 1,6 м/с. Определить натяжение каната при равномерном 
спуске и при торможении вагонетки. Время торможения 
t = 4 c, общий коэффициент сопротивления движению f = 0,015. 
При торможении вагонетка движется равнозамедленно.  

8) На материальную точку массой 200 г, движущуюся вдоль 
горизонтальной оси Ох, действует постоянная сила F = 2 H. 
В начальный момент x = 3 м, V0 = 4 м/с. Найти уравнение движе-
ния точки. ( x = 5t2+ + 4t + 3).  

9) Хоккеист сообщает шайбе прямолинейное движение по ле-
дяному полю. Чему была равна начальная скорость шайбы, если 
она прошла до остановки 50 м? За какое время шайба прошла 
это расстояние, если коэффициент трения шайбы о лед f = 0,05? 
Сопротивлением воздуха пренебречь. 

10) Коэффициент трения лыж о снег при движении лыж-
ника по склону горы вниз f =  0,1. Угол склона 60о, а его длина 
100 м. Определить время спуска и скорость лыжника в конце 
склона, если в начале спуска она была равна нулю. Сопротивлени-
ем воздуха пренебречь. 
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Приложение К 
 

Задачи по вариантам по теме  
«Применение общих теорем динамики материальной точки» 

 
1) Модуль постоянной по направлению силы изменя-

ется по закону F  =  8t2 + 4t + 3. Найти модуль импульса 
этой силы за промежуток времени τ =  t2 – t1 , где t2  = 2 с, 
t1 =  0 . 

2) На материальную точку массой 10 кг действует сила 
постоянного направления, значение которой изменяется по 
закону F = 5t3. Определить скорость этой точки в момент t  = 2 
c, если V0 =  3 м/с. 

 
3) Материальная точка массой 5 кг движется по прямой 

под действием постоянной силы F (схема предыдущей задачи). 
Скорость токи за промежуток времени ∆t = t2 – t1, где t2  = 10 с, 
t1 =  0 изменилась от V1 =  5 м/с до V2 =  15 м/с. Определить 
модуль силы 𝐹𝐹�. 

4) С какой начальной скоростью брошен камень под углом 30o 
к горизонту, если до падения его на землю прошло 2.5 с? Чему 
равна минимальная скорость камня во время его движения? Со-
противлением воздуха пренебречь. 

5) Тело, которому сообщили начальную скорость V0 = 6 м/с, 
скользило по шероховатой горизонтальной плоскости и оста-
новилось через 3 с. Найти коэффициент трения скольжения. 

6) Материальная точка М массой m = 1 кг равномерно 
движется по окружности со скоростью V = 4 м/с. Определить 
модуль импульса равнодействующей всех сил, действующих на 
эту точку за время ее движения из положения 1 в положение 2. 
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7) Телу, которое скользит по гладким наклонным 

направляющим, сообщили начальную скорость V0 = 9,81 м/с. 
Определить, через какое время тело достигнет максимальной высо-
ты подъема. (2 с). 

 
8) Какой должен быть коэффициент трения f колес 

заторможенного автомобиля о дорогу, если при скорости езды 
V = 30 м/с он останавливается через 10 с после начала торможе-
ния. 

9) Тело М, размерами которого можно пренебречь, в конце 
участка АВ приобрело скорость 15 м/с, направленную горизон-
тально. Участок свободного движения ВС оно прошло за 2,04 с. 
Определить величину скорости тела в конце участка ВС. 
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10) Шарик М, размером которого можно пренебречь, движется 
без начальной скорости по дуге АВС окружности радиуса R. Затем 
шарик движется свободно. Пренебрегая трением, определить, на 
каком расстоянии СD от точки С шарик коснется горизонтальной 
плоскости. 
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Приложение Л 
 

Задачи по вариантам по теме  
«Применение законов сохранения» 
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25) На средней скамейке лодки, находившейся в покое, сидят два 

человека. Один из них, массы m1 = 50 кг, переместился вправо на нос 
лодки. На какое расстояние должен переместиться 2-й человек массы 
m2 = 70 кг для того, чтобы лодка осталась в покое. Длина лодки 4 м. 
Сопротивлением воды движению лодки пренебречь.  

26) Клин 1 весом 70 Н размещен на гладкой горизонтальной 
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плоскости. Пружину сжали и тело 2 весом 30 Н отпустили из со-
стояния покоя. Определить расстояние, на которое переместится 
клин, если тело 2 прошло 40 см по наклонной грани клина. 

 
27) Лодку весом 1 кН вместе с человеком, вес которого 

0,6 кН, несет течение реки. Человек стал переходить по 
дну лодки в направлении, противоположном движению реки, 
со скоростью 0,8 м/с относительно лодки. Пренебрегая сопро-
тивлением воды, определить скорость лодки во время пе-
ремещения человека, если скорость течения равна 0,5 м/с.  

28) В лодке весом 900 Н, которую несет течение реки, сидят 
два человека весом 500 Н и 700 Н. Чтобы поменяться ме-
стами, человек весом 500 Н переходит по лодке в направ-
лении течения реки со скоростью 0,6 м/с относительно 
лодки, а второй в это же время движется в противоположном 
направлении с относительной с относительной скоростью 0,2 м/с. 
Пренебрегая сопротивлением воды, определить скорость лод-
ки во время перемещения людей, если скорость течения 0,4 м/с. 

29) Через блок перекинут канат; за точку А каната ухва-
тился человек, к точке В подвязан груз одинаковой массы с чело-
веком. С какой скоростью будет двигаться груз, если че-
ловек станет подниматься по канату со скоростью u относитель-
но каната. Масса блока в 4 раза меньше массы человека; 
считать, что масса равномерно распределена по его ободу. 
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30) Груз М весом Р =  2,1 кН удерживается на наклонной 

плоскости человеком весом Q =  0,7 кН, ухватившимся за 
веревку в точке А. Затем человек стал подниматься по веревке 
вверх со скоростью u =  0,74 м/с относительно верев-
ки. Пренебрегая весом блока и трением, определить ско-
рость движения груза М, если α = arcsin5

6
, а радиусы блоков 

r  = 0,1 м, R = 0,25 м. 
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Приложение М 
 

Задачи по вариантам по теме  
«Относительное движение материальной точки» 

 
1) Груз 1 массой m1 =  1 кг спускается вниз по 

наклонной плоскости тела 2. Тело 2 движется по вертикальным 
направляющим вниз с ускорением а2 =  2 м/с2. Определить 
силу давления груза 1 на тело 2. 

 
2) Шарик массой m1  = 0,2 кг движется из состояния от-

носительного покоя в точке О по гладкому цилиндрическо-
му каналу тела 2. Тело 2 движется с постоянным ускорением 
а2 =  2 м/с2. Определить скорость относительного движения 
шарика в момент t = 5 c.  

 
3) Тело 1 движется по прямолинейным направляющим. 

Внутри тела имеется канал в форме дуги окружности, 
по которому перемещается шарик 2 массой m. Определить 
ускорение а1 тела 1, если при угле φ = 60° шарик находится в со-
стоянии относительного покоя. 
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Приложения Н 
 

Задачи по вариантам по теме  
«Общие теоремы динамики системы» 
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Схемы, в вышеприведенных задачах (1–13), можно ис-

пользовать при определении ускорения тел 1 и 2, 
применяя теорему об изменении кинетического момента си-
стемы или принцип Даламбера или общее уравнение динамики. 
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16) Определить ускорение тела 1, скользящего по глад-

кой наклонной плоскости, если по горизонтали относи-
тельно него под действием внутренних сил системы движется те-
ло 2 согласно закону x = t 2  . Массы тел: m1 = m2  = 1кг. Те-
ла движутся поступательно. 

 
17) На тело 1 действует постоянная сила F = 10 Н. Опреде-

лить ускорение этого тела в момент времени t  = 0,5 с, 
если относительно него движется тело 2 по закону 
x = cosπ t . Массы тел: m1 = 4  кг, m2 = 1 кг 
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18) Тело 1 массой m = 0,7 кг может двигаться по горизон-
тальной направляющей. Определить модуль ускорения тела 1 в 
момент времени t = 0,25 с, если относительно него движется 
тело 2 массой m2 = 0,1кг согласно уравнению S = sin 4t . 

 
19) Через неподвижный блок весом Q = 50 Н переброше-

на веревка, к одному концу которой подвешен груз весом 
P1 = 500 H, а за второй конец ухватился человек весом P2 = 700 
H, который, перебирая руками веревку, стал подниматься по ней 
с относительной скоростью V = 0,7 м/с. Считая блок одно-
родным диском, определить скорость груза через 3 с по-
сле начала движения человека. 

20) Однородный горизонтальный диск радиуса R = 10 см и 
веса Р = 215 Н вращался с постоянной угловой скоростью 
ω0 вокруг вертикальной оси, проходящей через его центр. 
Определить, через сколько времени угловая скорость диска 
уменьшится в 10 раз, если к нему приложить момент 
сопротивления М = – 1,5ω Н∙см. 

21) Через блок А весом Q переброшена невесомая нерастяжи-
мая нить, к концам которой прикреплены грузы М1 и М2 ве-
сом Р1 и Р2 соответственно. Грузы расположены на гладких 
плоскостях, отклоненных от горизонта на углы 30о и 60о. Считая 
блок однородным диском, определить ускорение грузов. 
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22) Грузы 1 и 2 весом P1 и P2, разматывая нити, навернутые 

на блоки, жестко скрепленные между собой и насаженные на 
общую ось, приводят их во вращение. Пренебрегая весом нитей и 
считая блоки однородными дисками радиусов r и R, ве-
сом соответственно Q1 и Q2, определить угловое ускорение 
блоков. 

 
23) Два блока весом Р1 и Р2 и радиусов соответствен-

но r1 и r2 жестко скреплены между собой и насажены на об-
щую ось вращения. К концу одной веревки, намотанной на 
блок, прикреплен груз М весом Q, расположенный на 
плоскости, отклоненной от горизонта на угол α, к концу другой 
приложена сила F. Считая блоки однородными дисками и 
пренебрегая весом веревок и трением, определить угловое ускоре-
ние блоков. 
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24) Стержень АВ длиной 1 м и массой 2 кг, опи-

рающийся на вертикальную гладкую стену по углом φ = 30о, 
начинает скользить. Определить нормальную реакцию NВ в 
точке В, если проекция ускорения центра масс С на ось Oy име-
ет значение: 𝑦̈𝑦𝑐𝑐  =  − 1,84 м/с2. 

 
25) С помощью электромотора лебедки к валу барабана А 

радиуса r и массы М приложен вращающий момент mвр =  aφ, где 
а = const. Определить скорость поднимаемого груза В массы m 
в зависимости от высоты его подъема h. Барабан А счи-
тать сплошным цилиндром, массой троса пренебречь. В 
начальный момент система находилась в покое. 
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26) Механизм, расположенный в вертикальной плоскости, со-
стоит из однородного кривошипа ОА весом Р, шестерни А 
весом Q и радиуса r и неподвижной шестерни радиуса R. 
Кривошип ОА отклонен от вертикали на угол 60о и отпущен 
из состояния покоя. Считая шестерню А однородным диском 
и пренебрегая трением, определить максимальную скорость конца 
А кривошипа. 

 
27) Колесо катится без скольжения из состояния покоя 

по плоскости, составляющей с горизонтом угол α. Пренебрегая 
трением качения, определить скорость центра колеса в зависимо-
сти от пройденного пути s, если вес обода колеса равен Q, а 
каждой из шести спиц – P. 

28) Однородный круглый диск радиуса r катится без сколь-
жения по горизонтальному пути. Определить путь S, пройденный 
центром диска до остановки, если его начальная скорость равна V0, 
а коэффициент трения качения равен k. 
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